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SUR LES ÉQUATIONS DE LtQUILIBRE D'UN CORPS SOLIDE ÉLASTIQUE 



PAB 

IVAR PREDHOLM 

a STOCKHOLM. 



On connait le röle fondamental que joue Tintégrale particuliére - 

de Téquation Ati = o dans la théorie du potentiel. On connait de méme 
des intégrales particuliéres des équations d'équilibre d'un corps élastique 
isotrope, qui pour cette partie de la théorie de rélasticité jouent un röle 

tout a fait analogue a celui de la fonction - dans la théorie du potentiel. 

Les dites intégrales particuliéres ont pour caractére commun la propriété 
d^étre horaogénes du degré — i et d'avoir un seul point singulier réel 
a distance finie. 

Il est naturel de se proposer la question s'il existe des intégrales 
particuliéres des équations de Téquilibre d'un corps cristallisé quelconque, 

jouissant des ménies propriétés que la fonction -. 

J'espére d'avoir donné une réponse satisfaisante de cette question par 
les resultats sui vants. 

Dans le premier chapitre j*ai donné une formule representant toutes 
les intégrales homogénes du degré — i et analytiques, d'une équation 
aux dérivées partielles et a coelficients constants. En donnant aux ele- 
ments arbitraires dans cette formule des valeurs convenables, on trouve que 

les équations différentielles de la forme /f -- , — , — )w = o, oii /^ est une 

forme définic, admettent toujours un certuin nombre d'intégralcs qui sont 
réguliéres pour tout sysléme réel des variables, le systéme rr = y = ^ = o 
seul exccpté. 

Atia mathnmaiiea. 23. Tmprimé le 18 avril 1898. 1 



2 lyar Fredholm . 

A Taide de ces intégrales je déduis, dans le second chapltre, du 
théoréme connu de Betti une formule perinettant d'exprimer les compo- 
santes de deformation a Tintérieur d'un corps, si on se donne ces com- 
posantes ä la surface ainsi que les forces agissant sur la surface. 

La dite formule se compose de trois espéces d'intégrales, parfaite- 
ment analogues aux intégrales qui représentent, dans la théorie du po- 
tentiel, les potentiels d'une masse étendue a trois dimensions, d'une couche 
simple et d'une couche double. Dans le troisiéme chapitre on trouvera 
une étude de ces intégrales. 

Dans le méme chapitre j'ai de plus démontré que Ton pourra ex- 
primer toute intégrale homogéne de degré négatif entier des équations 
d'équilibre, qui est réguliére pour des valeurs reelles, comme fonction 
linéaire des dérivées des intégrales réguliéres du degré — i. Ensuite 
j'ai montré quelle est la signification physique des intégrales homogénes 
du degré — i, et j'ai résolu le probléme d'équilibre d'un milieu élastique 
infiniment grand, non déformé a Tinfini. 



CHAPITRE I. 



% 1. JLea Solutions homogénes du degré — i des équations diffé- 

rentielles Unéaires ä coeffidents constants. 

Les fonctions homogénes du degré — i, satisfaisant a une équation 
diftérentielle linéaire homogéne et a coefficients constants 

^/ a a a \ 
(O ^fe'a-^'a-^r = °' 

penvent ft'obtenir de Tintégrale particuliére 

I 

W = -;: ; — z ; — ^ > 
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en forma II t lexpression 

J /;(c . '?)(f«. + 7*. + »,) 

Dans cetto formule les variables soiit liées Tun k Kautre par la relation 

df 

fÅ^y v) Jésigne la dérivée -^ , et ^(f ,7) est une fonctioii entiére ratioiuielle 

en 7] du degré n — i, n étant le degré de f, par rapport a f elle sera 
une fonction analytique. 

Cela pose, nous faisons sur f{$^ , f , , $^) les hypothéses: 

1. que le coefficient de fj soit diflFérent de zéro, 

2. que les facteurs de f, si elle est réductible, soieiit tous inégaux. 
En vertu de Thypothése i nous pourrons écrire 

Af,7) = /■«'?" + /;?"'' + ••• + /■-. 

oii f^ est certainement diflFérent de zéro. En vertu de la seconde liy- 
pothése les racines fj^-..r]^ de Téquation /'(f,^) = o seront en general 
iuégales. 

Substituons maintenant ces racines successivement pour rj dans Tex- 
pression (2) et faisons la somme des resultats, nous aurons une fonction 
syinétrique des racines ^, dont on obtient Texpression en fonction de 
c seul de la maniére suivante. 

Décoinposons en des fractions simples la fonction rationnelle de yj 



f{i > 5?)(f-»i + 5?*2 + «3) 



Pourvu que la variable f ait une valeur telle que les racines rj^ de 
Téquation f{^}'^) = o soient tous inégales, on obtient 

/ \ ^(f.?) ^ V" ^iS.yj^) ^ _[ 

j ^(c>?o) 

oii 7]q est déterminé par I equation fXj + ^0^2 + ^3 ~ ^- 



4 lyar Fredholm. 

Développons inaiiitcnant les deux inembres de Téquatioii (3) suivaut 
les puissances negatives de tj et écrivons que les coefiFicients de - sont 
égauXy nous aurons Texpression cherchée 

/ X y^ S^(C,?v) _ _^(f^oI 



-{ /*,(? , ^-Kf^l + 7«'*S + ^%) «t/*(^ ' Vo) 



Posons iiiainteiiant 



avec les valeurs suivantes des coefilcieiits k: 



(5) 






oii les ^ désigiient des foiictions analytiques indéterminées. 
En formant maintenant Tintégrale définie 

C 

oii le contour feriné C ne doit contenir d'autre8 points singuliers que les 
racines de Téquation /'(^,^^) = o, on obtient une intégrale homogéne du 
degré — i de Téquation (i), conune cela résulte évideininent de Téquation 
(4). Xous allons déniontrer qu*on pourra choisir les fonctions indéterminées 
^^ de maniére que les n premiers coefficients du développement de u sui- 
vant les puissances croissantes de x^ seront égaux aux n coefficients cor- 
respoudants dans le développement d'une fonction homogéne du degré — i . 

En développant la fonction ^ * ^ suivant les puissances dé- 

croissantes de tj on trouve 
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Ce développement converge, pourvu qu'on ait donné a tj une valeur sa- 
tisfaisant a Tinégalité |^|>2i, ou R désigne la valeur absolue de la 
plus grande racine en yj de Téquation /'(^,^) = o. 

Soit ^= un point régulier pour les fonctions ^,(0 • --i^w^O 



et choisissons pour contour d*intégration un cercle C avec le point 

comine centre et avec un rayon p assez petit pour que C ne contienne 
aucun point singulier des fonctions ^. Supposons cette condition vérifiée 

si /> < <? et posons f = + />e^S d'ou il vient yj^ = 'pe*^\ 

Parce que les racines de Téquation /'(f , tj^) =o pour a;, = o deviennent 

tous égales a ^, on pourra choisir x^ assez petit pour que le cercle 

C contienne toutes ces racines, et qu'en niéme temps le inodule de tj^ 
soit plus grand que B. 

Les conditions précédentes étant vérifiées, on pourra intégrer les deux 
membres de Téquation (7), ce qui nous donne le resultat 

„=_■ /-^'irff 

(8) 



Mais ici le coefficient de x\\—, — ^"vxii^i+il — ~^) ^^* ^"^ fonction ho- 

mogéne des variables x^ et x^ du degré — (p + i), qu'on pourra choisir 
arbitrairement si v<n — i. 

Donc, la formule (6) nous donne bien toute intégrale homogéne du 
degré — i de Téquation (i) qui est développable suivant les puissances 
croissantes de x^. 

Comme on peut toujours faire un changeinent linéaire de variables 
de maniére qu*une fonction, de Tespéce considérée ici, soit réguliére pour 
ojj = o et que Thypothése i soit vérifiée en niéme temps, on peut con- 
sidérer comme résolu le probléme de trouver les intégrales homogénes 
et analytiques du degré — i de Téquation (i). Toutefois il reste une 
restriction, a savoir Vhypothése %. Mais il est ajsé de voir que cette 
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restrictioii n'a aucune iiiiportance. Car Texpression (6), satisfaisarit iden- 
tiquement a Téquation (i), ne cesse pas a satisfaire a la méine équatioii, 
si la fonction f[^^ , f^ , (fj par hasard a un facteur multiple. De plus le 
développement (8) a la méme forme encore dans ce cas, et les coeftlcients 
des n premiers termes sont des fonctions arbitraires. 

La formule (6) est ainsi toujours Texpression de Tintégrale cherchée. 

On doit observer que les intégrales, dont nous avons donné Tex- 
pression sous forme d'intégrale définie, peuvent se presenter sous une 
forme débarrassée de tout signe d'intégration, Car, en se servant de Téqua- 
tion (4), on peut aisément effectuer Tintégration dans la formule (8) et 
on trouvc pour cxpression de u la somme suivante de résidus 



n 



^(fw » ^v) 



011 f^ , Tj^ désignent les coordonnées des points d*intersection des lignes 

f{^j yj) = o, fa^j + Tjx^ •\-x^ = o, 
et f^ et f^ sont définies par les formules 

f -K f -^1 

En se servant des coordonnées homogénes f j , f , , -fg ä la place de f et 
de Tj on peut donner a u une forme plus symétrique. Posons f^z= -L ^ 
il vient 

»Af. . f, . f,) = fA+ fA + fA = o- 

Comme nous avons 

on déduit, en introduisant trois constantes k\ , k^, k.^, 



^s/i — »s/i »sA — ^Jh «i/i — ««/! \K*K^K 

fl * Ii * fa 
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Pour que la derniére expression ne soit pas illusoire, il faut que 
les k satisfassent a rinégalité 



^1^1 +K^^ +K^2 * o. 



Par introduction des expressions f = j et rj = ^ 

"»3 ^3 



on trouve 






^'(f..C.,f,)(i,f. + Af.f. + A:.f,) 



Ar, , Ä*j , ATj 

/ 1 w « » / 3 



ou Ton a désigné par ^(f, , f ^ , f,) la fonction hoinogéne du degré n — 2 
fj~'^(^ , ^1. I/expression de w a Taide des coordonnées hornogénes 
devient donc 



(lO) 



-z 



v»l 



"^1 I "j I ^s 
/l > M » / 3 



•* 1 ? "fa j f 8 étant les coordonnées des points d'intersection des lignes 

et /•: = /«(?;, f i, O. 

Afin d'obtenir une expression syniétrique de u en forme d'intégrale 
définie il convient d'expriiner la variable f dans la formule (6) par une 
variable auxiliaire 5 de la raaniére suivante. 

Définissons ^j , ^, et ^^ en fonction de s par Téquation 



('0 



^iC, + k^^^ 4" "3^3 — 



k. 



h 



k. 



^1 > ^2 J ^3 



qui doit étre vérifiée quelles que soient les quantités k. 
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Nous supposons que les a^ et les b^ soient des constantes arbitraires 
reelles mais indépendantes des k^. 

Pour k^^=x^ la formule (ii) nous donne 

De Texpression ^ = -i il vient fj^ = t et 



^t^ ^z^^i —fi^f» 



f? 



expression qui prend, apres un calcul facile, la forme 






^1 ^a ^8 



«1 «2 «3 



*i K K ; 



^5, 



ou, 81 nous désignons le déterminant par (a; , a , b), 

d$= — -^{x , a , b)ds , 

sa 

En introduisant ces expressions des ^,^0 ^* ^^ dhUR la formule (6) on 
trouve enfin 

Par rapport a cette formule nous faisons les remarques suivantes. Le contour 
C doit contenir du moins une des racines de Téquation f{S^ j "fj j fs) = o, 
autrement u serait nul. 

Supposons qu'on ait fixé un contour d'intégration C. Alors il est 
clair quon pourra faire varier les constantes arbitraires a^ et b^ d'une 
maniére continue sans que cela ait aucune influence sur la valeur de tiy 
pourvu que, pendant cette variation, aucun des zéros de f{^^ , ^, , $^) ne 
traverse le contour C. 

Il est clair qu'on pourra aussi faire varier les ir^, sous la méme condition, 
sans que Tintégrale (12) cesse de représenter la méme fonction analytique. 



Sur les équations de Téquilibre d^un corps solide élastiquc. O 

Eli particulier, supposons que le contour C soit Taxe des s reelles et 
que f soit une forine définie. Alors deux systémes de valeurs des con- 
stantes a^ , \ donnent la méme valeur a ti , si on peut passer de Tun 
systéme a Tautre par variation continue, sans rencontrer de systéme pour 
lequel il y a des racines reelles de Téquation /'=o. Mais sil y a 
une raciiie reelle en s de Téquation /" = o, les valeurs correspondantes 
des ^1 , ^j , ^, seront f^ = ^^ = ^^ = o; dans ce cas Téquation (ii) nous 
donne, en y posant A;», = a^, 

«ifi + «,^a + »8^8 = (a, J, ir) = o. 

La condition (a,6,ir) = o est ainsi nécessaire pour que /'=o ait une 
racine reelle en s. 

En supposant de plus que ^( — x^y — a;, , — x^) = ^(a?i > ^j ? ^g)» 
cherchons quelle sera la valeur de u{x^ , x^ , x^j quand on change le signe 
des variables x^jX^^x^. Parce qu'on ne peut passer du point (a?j,a;j,a;,) 
au point ( — x^j — a;,, — x^) sans rencontrer des valeurs pour lesquelles 
on a (a , 6 , a;) = o, il est nécessaire de faire varier les quantités a^ , h^ en 
méme temps que les x^. Supposons par exemple que les valeurs des 
quantités a^, J„ soient telles que {a^b^x) conserve la valeur i pendant que 
{x^yX^^x^) passé du point (a?, ,a;,, iCj) au point ( — a^j, — x^j — x^). Comme 
alors les fonctions ip et /"'ne changent pas de signe, on aura 



% 2. Le cas öu f{^^ , f, , fg) est une forme définie. 

Supposons que la forine f{^^ , Cj j ^3) soit une forme définie, c est a 
dire que Féquation 

n'ad mette pas de solution reelle autre que la solution évidente 

f l = f 2 = ^8 = O. 

Nous allons démontrer, dans ce cas, qu'il se trouve parmi les intégrales 
homogénes du degré — i un certain nombre jouissant de la propriété 

Åeia mathemaiiea. 2». Imprlmé le 21 avril 1898. 2 
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d'étre holornorphes dans le voisinage de tout point réel, Torigine seule- 
ment excepté. 

Les fonctions considérées ici étant homogénes, il suffit de démontrer 
que nos fonctions sont réguliéres pour toutes les valeurs reelles satis- 
faisant a la condition 

iTi -]- U/J -p x^ = I . 

De Téquation (ii) on tire, en donnant aux quantités Aj , Ä, , A^ les valeurs 



d'ou Ton conclut que 
jamais moindre que 



la distance du point Cj , c.^ > fg «• l'origine n'est 



T — =^r=z: 



\'a\ + al + al 



Supposons, ce qui est toujours possible, les nombres a^, b^ choisis de maniére 
que r soit plus grand qu'une quantité donnée différente de zéro, soit d. 
En appelant fx le minimum de f{$^ , ^, , $^) pour les valeurs reelles 
satisfaisant ä 1'équation 

c? + ^ + cJ=i, 

on peut affirmer que le minimum de f{$^ , c^ , ^5) pour des valeurs 
reelles de s n'e8t pas moindre que fjuJC 

Alors réquation /'(c, j c, , ^j) = o n'admet aucune racine reelle en s. 
De plus, le coefficient de 5" dans cette éqAation étant 



^. ^, 


9 


^, ^1 


9 


X, X, 


l«. «. 




0, a, 




a, a. 



on pourra toujours choisir ö^ , a^ , a, de maniére que ce coefficient sera 
en valeur absolue plus grand qu une quantité positive donnée, soit A. 
Les autres coefficients étant toujours finis, il est clair qu*on pourra 
décrire du point 5 = comme centre un cercle C avec un rayon p in- 
dépendant de ^r^ , a;, , x^ et assez grand pour que toutes les racines en s 
de réquation /<[Ci > Cjj C5) = o soient intérieures å C. 

Prenons maintenant pour contour d'intégration dans la formule (12) 
un demi-cercle C^ avec le rayon p^ plus grand que p ayant le diamétre 
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sur Taxe des s reelles et Torigine pour centre. Alors je dis que la 
fonction u{x^ , a?, , x^) définie par Téquation 






oii ip désigne une fonction entiére rationnelle et homogéne du degré n — 2, 
n'aura pas de singularités reelles. 

On voit maintenant que la valeur absolue de /"(f, , f^ , fg), quand s 
parcourt la partie curviligne de Cj, ne descend jamais au dessous de la 
quantité A{p^ — pY. Soit m le plus petit des nombres /ud" et A{p^ — />)"; 
alors m est une liinite inférieure des valeurs absolues que prend /^(^i >?,,?«) 
quand s décrit le contour C^. Cela pose, on peut trouver deux nombres 
h et Wj < m de maniére que Tinégalité 

soit vérifiée pour tous les \ satisfaisant aux inégalités 

(13) |Äv|<''. (v=l,2,8) 

Dans rinégalité précédente on a désigné /(cj , f, , ^3) par /'(rr, yX^^x^, s). 

Maintenant il est facile de voir que le développement de ^ ' ^ 

suivant les puissances croissantes des h^ converge pour tous les \ satis- 
faisant aux inégalités (13). Posons 

et soit G une limite supérieure des valeurs de (a, 6,rr)^ pour les valeurs 
des variables considérées. Nous avons montré que la valeur absolue de 

f{x^ + Äj , a?, + Äj > ^8 + K) "'^^* P^^ moindre que m — w^, par suite 
on trouve 

Le développement (14) étant ainsi uniformément convergent, on a le 
droit d'écrire 

(15) « = f^^'^-^ds = £Ä}./4'Äl'/</>,^,rf.. 



•* 
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Il B'en suit que la fonction u est développable dans le voisinage d'un 
point réel quelconque rTj , x^ , x^ satisfaisant a Téquation a?J + a;J + a;J = i 
et que ce développeinent converge pour tous les h^ qui sont moindres 
que h. Soit ce développement 

le développement de u autour d'un point x^jX^y x^ satisfaisant ä Tégalité 
^1 + ^2 + ^8 = ^' 8'écrit 

(•6) « = r;fi&AWA^ 

et converge par suite, si les h^ satisfont a rinégalité 

(17) |*v| <hy/'x\ + xl + xl 

et a fortiori si ^//,.; + h] + hl < h\]x\ + x\ + «J. 

Il importe d'observer que le développement (i6)estaussi uniformé- 
ment convergent, si on le considére comme fonction des variables reelles 
^1 > ^2 > ^3 assujetties a la condition 



l\Jh\ + h\ + h\ < y/x\ + xl + xl 

car dans ce cas encore chaque terme du développement de u est inférieur 
en valeur absolue au terme correspondant d'une serie convergente dont 
les termes sont indépendants des termes dans le développement de u. 



% 3. Application ä un »j/stéme d^équationa différentielles. 

Dans la suite nous aurons en particulier besoin des intégrales homo- 
génes du degré — i de deux systémes d'équations différentielles, a savoir 

S 3 

(18 a) ZA^iW,. = o, (18 b) ZAi^v, = 0. 



Sur lea équatioos de léquilibre duo oorps solide élastique. 

oii les A;i^ désignent des symboles d'opération de la forme 
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(a, ^=1.2, 3) 



ou ( ^j désigne un coeflficient constant. 

Nous aurons les intégrales cherchées de la maniére suivante. Elimi- 
nons soit entré les équations (i8a) ou (i8b) deux des inconnues, nous 
obtenons une équation diflférentielle qui pcut 8'écrire sous forme symbolique 



^11 ^13 ^1» 

A A A 

^^21 ^^22 ^^23 

A A A 

^^81 ^^32 ^^88 



V = O. 



Gette équation différentielle est linéaire, horaogéne du sixiéme ordre et 
a coefficients constants. Appelons f la fonction qu'on obtient en rempla- 

9ant dans le déterminant les signes d'opération — , — , — par des va- 

18 3 

riables f,,^,,?,. 

D'apré8 ce qui précéde les intégrales cherchées seront représentées 
par les formules 






) 



oii il ne sagit que de détenniner les fonctions ^. 

En introduisant les expressions ( 1 9) dans les équations ( 1 8 b), on trouve 






(M-l,»,») 



OU les A'x^ désignent les fonctions qu'on obtient en rempla9ant dans les 



■A/i 



äJ ' 37 ' ä7 '^"'' ^'^" ' respectivement 
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On voit qu*on satisfait aux équations précédentes en prenant pour 
les if) des fonctions du quatriéme degré dépendant de trois constantes 
arbitraires et définies par les formules 



^.= 






. <^,= 



^n *i ^81 



^u K ^3»'' ^» = 



^18 '^S ^3 3 






Prenons enfin pour contour d'intégration G le demi-cercle défini 
dans le numéro précédent, les formules (19) représenteront des intégrales 
du systéme (18 b) dont le seul point singulier réel ä distance finie est le 
point iCj = o-, = iCj = o. Désignons par /9i , /S, , /?8 les intégrales ainsi 
obtenues. Maintenant on aura immédiatement les intégrales analogues 
du systéme (18 a) en échangeant entré eux dans les expressions des ^ 
les indices des A . Appelons ces intégrales otj , ot^ > »j • H résulte de la 
formule (10) § i que ces intégrales a et y9 sont des fonctions algébriqucs. 



CHAPITRE II. 



La méthode de Green. 

% 1« Demon 8tr€Uion d^un théoréme fondamentnl. 

Considérons un corps élastique quelconque. Soient u^ j u^ , u^ les 
composantes du déplacement d'un point du corps, a?, , rr, , x^ les coor- 
données rectangulaires du méme point dans Tétat naturel. Alors on sait 
que le potentiel des forces intérieures s'exprime a Taide d*une forme 
quadratique définie des six variables 



fl. = 



dr' 






dx 



/* 



3«A 



(A,/t,v=l,2,8) 



Soit /' cette forme, dS Télément de volume S du corps considéré, le dit 
potentiel est egal a Tintégrale ffdSj étendue sur le volume S, 
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En appliquant le principe des vitesses virtuelles on 8'iinaginee nu 
autre deformation, dont les composantes serent t^j , v, , v^ et on considére 

IMntégrale J^dS^ oii A est la forme bilinéaire 

La considération de IMntégrale C^dS nous conduira au théoréme 

fondamental, dont la demonstration fait Tobjet de ce paragraphe. 

J'observe d'abord que la forme A est loin d'étre la forme bilinéare 
la plus générale qu'on puisse former avec les dérivées premiéres des 
fonctions u et v. Cependant, comme les théorémes que j'ai Tintention de 
démontrer subsistent encore dans le oas general, je suppose, que A soit 
une fonne bilinéaire quelconque des premiéres dérivées des fonctions 
w, , w, , Wg , v, , t;^ , Vg. Posons pour abréger 

du a dvx 



^f^ — äT ' ^^^« — 



dX^ dXa 

Nous exprimons la forme A par la formule 



, , .^^, (A,/«,a,^-l,2,«) 

kfutfi 



ou le symbole ( ^j désigne une constante ét chacun des indices prend 

les valeurs 1,2,3 indépendamment des autres. 

Nous supposons que les six fonctions Wj , w, , w, , t;j , t;, , v, et leurs 
dérivées des deux premiers ordres soient des fonctions continues dans un 
certain domaine réel D. 

Introduisons des quantités T^^ et 2;^^ définies par les formules 

T _^A ev _^A 

Prenons dans Tintérieur du domaine D un volume S limité par une 
surface 01, possédant un plan tangent déterminé en chaque point. Soit 
d(u Télément de w. 



16 Ivar Fredholm. 

Des identités 

on déduit maintenant d'uTie maniére bien connue deux expressions de 
Vintégrale fAdS 



(3) A'^^ 



s 

9Txa 



= fT^Vi^T^T^a co8(na;„)rfft> — / ^xVx^„ 

ta 1/ 



dS 

dZa 



oii n désigne la normale extérieiire de la surface co et coB{nx^ (a= 1,2,3) 
ses cosinus directeurs. 

De Téquation (i) on tire les expressions des Txa et "^^ 

(4) "; ^ 

d'ou il vient 

(5) 

Si Ton introduit maintenant les signes d'opération 
(6) ^''-lO^,' 

. ^i" \a\} Zx,^ \a2j a*, "^ \a3/ 9x, ' 
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on pourra écrire les formules (4) et (5) 

Maintenant je suppose que les fonctions u^ et v^ satisfassent aux systémes 
d'équatioDs difFérentielles 

oii les lettres Ux et Vf^ désignent des fonctions continues et uniformes. 
En formant maintenant la difFérence des expressions (3) j'obtiens, en ayant 
égard aux équations (10), Téquation 



— I j^AVASa^i.. C08 (na; J — TiW^r^ 2:». co8(«.r„) 
En posant pour abréger 

Tx = ^a^xa C08 (nX,), %x = ^a^Xa C08 (WiCj, 

on peut écrire la formule (11) sous la forme 

(1 2) f^Mv, - V^u,)dS = Ji:,{v, T, — u,%,) (i<o 



do). 



w 



Cette formule est Texpression du théoréme fondamental, qui pour 
les systémes (10) joue le méme röle que le théoréme de Green pour 
réquation de Laplace. Dans le cas particulier, ou A est la variation 
du potentiel intérieur d'un corps élastique, le théoréme fondamental est 
identique au théoréme connu de Betti. 
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% 2. ApplicMion de la méthode de Oreen avx systétnes 

Soient u^ , u^ y u^ trois fonctions satisfaisant aux équations 

8 

TAj^%=Uxy 
;»— 1 

et supposons que les conditions de continuité du § i soient vérifiées. 
En prenant pour les fonctions v les fonctions /9^ (o:, — x^yX^ — ^S>^8 — ^s) 
nous pourrons appliquer la formule (12) du § i ä condition d^exclure 
du domaine d'intégration S la partie a Vintérieur d'une surface fermée 
Q)\ Nous supposons que o)' soit une sphére avec le rayon arbitrairement 
petit r et avec le point -4 (a;J , rr J , a:J) comine centre. Soient ffxa et ö^^ les 
fonctions déduites des fonctions y9 de la méme maniére que les quantités 
^xa 6^ ^x des fonctions v. Appelons S' le domaine S moins la sphére w'. 
Alors Tapplication de la formule (12) nous donne 

(13) ji:,{p,T, — u,o,)da> +ji:,{p,T^ — u^o,)do>' 



= JY, U,p,dS'. 



Faisons maintenant décroitre le rayon r, Tintégrale 



J^^T^do»' 



converge évidemment vers zéro, parce que les intégrales ^^ sont des fonc- 
tions homogénes du degré — i et 2'^ reste finie pour r = o. 

Voyons ce que deviendra Tautre partie de Tintégrale appartenant a la 
sphére a)\ Il suffit de considérer Tintégrale 

Jj = fu^{(T^^ co8{nx^) + ^12 co8(nrr,) + (T^^ cos(na?,))rfö>' 

oii n désigne la normale extérieure au volume S", c^est a dire la normale 
intérieure a la sphére 01'. Désignons par a^ la valeur de la fonction 
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honiogéne du degré — 2 0^,^ sur la surface d'une sphére au rayon i 
concentrique avec ö>', et Télérnent de surface de cette sphére par dio^. 
Alors Ies valeurs de la fonction a^^ en deux points sur le méme rayon, 
Tun sur m* et Tautre sur co, sont liées par la formule 

et on a de plus 

Ainsi on peut écrire 

Jj = Ju^{a[x cos (na;,) +-<tJ2 ^o&{nx^ + ^Is ^^09>{nx^))d(o^. 

Dans cette formule w, seul dépend de r. Posons Wi(a:y, irj, a;J) = wJ; 
a cause de la continuité de w, nous pourrons choisir r assez petit pour 
que 1^1 — u\\ soit moindre qu'une quantité arbitrairement petite d. Soit 
de plus g la plus grande valeur absolue de la quantité entré Ies paren- 
théses dans Texpression de J,, il vient 

Jj — u\f{au co8(na;J + ^12 cos (na;J + a\^ QO%{nx^))da)^ 
= r(wi — «*?)(^Ii cos (wojj) + ^13 cos {nx^ + a[^ cos {nx^))d(o^ 



«i 



< 



dgfda. 



< \Ttdg, 



c'est ä dire 



lim Jj = Uifa^do)'. 



r-O ^ 



Posons pour abréger 

(14) Lp = Japdw\ 



ta 



nous aurons 



lim iHpUpapdo)' = A^J + L^u\ + ligW?. 



r=0 



L'intégrale dans le second membre de Téquation (13) conserve évidem- 
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ment une valeur finie, quand nous faisons tendre r vers zéro, car, en 
désignant par G et g les liinites supérieures des | ?7^| et |ry9^|, nous aurons 



^fT,U,p,dS'\<GgJ^. 



Mais on sait que Tintégrale dans le second membre conserve une valeur 
finie, quelque petit que soit r. Par conséquent il est loisible d'écrire 

lim (H^U^p^dS' = (Y.U.^.dS. 

Le resultat des tous ces passages a la limite s'exprime par la formule 
(15) L,u\ + L,ul + LX =JT.,{fi,T^ - u,o,)do> -JT, U,p,d8. 



a 



De méme on obtient une formule analogue pour les fonctions t;^, satis- 
faisant au systéme adjoint 

En désignant par r^ la quantité analogue ä Op déduite des intégrales a, 

et par M^ Tintégralc 

Mp = Jrpd(o'j (/»-i.a.») 

to 

la formule s*écrit 

(16) M,v\ + My, + M^, = fT,{(x,% — v,r,)do> —f^p V,a,dS. 

a» a 

Envisageons de plus le cas ou le point A [x] , xl , xl) est situé a la 
surface oi, et supposons que la surfaee w ait en A un plan tangent 
déterminé. Décrivons a cet effet, de A comme centre, la sphére od' et 
appelons 1; la partie de o) qui est ä l'extérieur de la sphére co'. Soit S' 
la partie de S qui est] a Textérieur de la sphére co'. Appliquons le 
théoréme de réciprocité au volume S', nous aurons, en appelant w' la 
partie de la surface sphérique ca' qui est a Tintérieur de S: 

jT,{fi,T,-u,n,)d<o' -{- fT,ip,T^-u^<T,)du 



to 



= fT,u,p,dS\ 



s 
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On démontre, coinme dans ce qui précéde, que la limite de Tinté- 
grale dans le second membre pour r = o est une quantité finie. De méme 
on trouve la limite de la premiére intégrale 

limyZ(/9^T^ — u^ffp)do}' = — uljtr.da)' — ul j (r^do)' — ulfa^do)', 



ta to m 



ou les intégrales dans le second membre doivent étre étendues a la partie 
de la surface sphérique cd' qui est du c6té intérieur du plan tangent 
a 01 9u point A — le cöté intérieur du plan tangent étant celui de la 
normale intérieure. Parce que les a^ sont des fonctions paires quantités 

il 8'en suit que la valeur de fopdo)' est égale k -L^. On démontre aussi 

que la limite de Tintégrale 

pour r = o est une quantité finie. Cette limite peut done étre exprimée 
par rintégrale 

Nous sommes ainsi conduits a la formule 

m S 

et de méme a la formule analogue 



<o 



Enfin, si A est un point ä Textérieur du volume S je rappelie qu'on a 

j'L,{p,T, — u^tT,)d<o -fT,U,^,dS = o, 



<o 



f^pioip ^p — Vp T^ d(o— jHp Vp apdS = o, 

Of S 

car en ce c^s aucun point singulier ne se trouve a Tintérieur de w. 
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Dans le puragraphe suivant nous allons calculer les valeurs des coeffi- 
cicnts L et M. Comme il en resultera que ces coefficients sont diffé- 
rents de zéro, les formules (15) et (16) permettent de calculer les valeurs 
des foDctions u et v dans Tintérieur d'un volutne S, si nous connaissons 
les valeurs de ces fonctions et de certaines fonctions linéaires de leurs 
premiéres dérivées pour les ppints [x^yX^jX^ appartenant a la surfacc 01. 

En particulier ces formules sappliquent a la théorie de Téquilibre 
d'un corps élastique cristallisé quelconque. Dans ce cas les quantités T^ 
désignent les composantes de pression a la surface du corps considéré. 
Nous reviendrons dans le dernier chapitrc ä cette application. 



% 3. CalctU des coefficients L et M. 

Nous avons défini le coefficient L^ par la formule 

oii Tintégrale doit étre étendue Sur une certaine surface sphérique (o. 
En prenant cependant pour les fonctions Ux des valeurs constantes, Tappli- 
cation de la formule (15) § 2 nous apprend que L^ est indépendant de 
la forme spéciale de la surface d'intégration, de sorte que ca peut étre 
une surface fermée quelconque contenant lorigine, pourvu que par une 
deformation continue, elle puisse se ramener a la sphére w. Prenons en 
particulier pour w un cylindre C paralléle a Taxe des x^ et dont les bases 
aient pour équations a?j = a et a;, = — a. En appelant ds Vélément li- 
néaire de Vintersection du cylindre C avec le plan des x^, x^y on pourra 
écrire Texpression de L^ 

+a 

Lp= f f(TpdsdXi+ By 



a — a 



oii B est la somme des deux intégrales étendues sur les bases de C. 
Maia en appelant Ä Vaire du base et en désignant par (t^ la plus grande 
valeur absolue de (Tp quand x^ est egal ä Tunité on a 

■ ■ a 
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Il s'en suit que lim B = o po ur a infini. Par suite on pourra écrire 

+a +00 

Lp = lim C J apdsdx^ = f fff^dsdx^. 



a«»oo . 



00 i 



Mais il est clair qu'on pourra choisir une quantité positive a^ telle que 
les deux intégrales 

o» — CO 



— a 



aient des valeurs moindres qu'une quantité arbitrairement petite si a est 
positive et plus grande que a^. Il s'en suit que Ton a le droit d'in- 
tervertir Tordre des integrations dans la formule pour L^. Calculons 
d'abord Tintégrale 



+a 



— a 



Si nous supposons pour le moment que x^ ait une valeur positive, nous 
pouvons employer Texpression de p^ que nous avons donné dans le cha- 
pitre I, § 3: 






^)' 



ou le contour G ne doit contenir que ceux des zéros de $ir, + ^a^j + ^s 
dont la partie imaginaire est positive. De cette expression de ^^ on déduit 
Texpression suivante de a^^ (voir § i form. (8)) 

(7 

OU les expressions AJ^^ désignent les fonctions linéaires en f et 37 qu'on 

obtient en rempla9ant dans les expressions (7) § i les signes r- > i~ > ^ 

respectivement par f , ^y^ et i . 

Nous aurons par suite pour Tintégrale J une expression de la forme 

+a 

(2) J(«) = -i { {r ^p^^^LUh21pAd^dx,. 
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Désignons pour abréger A^ cos (n , x^) + -4J cos {n , x^) par ^(f , 37J, nous 
auroDS en exécutant Tintégration par rapport ä x^ — ce qui est évidem- 
ment loisible — 



J(a) = - fy 2a0{$,r3a)d$ 



) 



Mais (lans cette formule il est aisé a effectuer l'intégration, ce qui nous 
donne le resultat 



, ."V 4a^(f>.? >) 

ou Ton doit donner aux ^,, r^y les valeurs satisfaisant aux équations 

/■(f , v) = 0, ae + lya;, + a;, = o 
et aux ^l , Tj', les valeurs satisfaisant aux équations 

f{^\ i) = 0, — ae' + rj'x, + a;, = o; 

dans les deux cas f et f ' doivent avoir ses parties imaginaires positives. 
A Taide de ces équations linéaires on peut écrire lexpression de J{a) 
comme il suit 

■/w^^iT ,,, '■*%f +2iT , ./^'^.vf 

et nous aurons a chercher la limite de cette fonction pour a = 00. 

Puisque pour a = co les lignes droites qui déterminent f,f',iy,iy' 
tendent vers la ligne f = o, les valeurs correspondantes de tj satisfont 

ä réquation 

fip , 1?) = o. 

Comme de plus la partie imaginaire de f est positive et que nous 
avons supposé que x^ est positif, il s'en suit que la partie imaginaire de ly 
doit étre negative et la partie imaginaire de yj' doit étre positive. Ce 
raisonnement suppose, il est vrai, que les racines de f(p,r]) = o soient 
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finies, mais on pourra toujours par un changement de coordonnées s'ar- 
ranger de maniére que les dites racines soient ä la fois finies et inégales. 
Cela pose, on trouve facilement la limite cherchée 

8 8 

Mais en introduisant la valeur de <^, on trouve 

.^ A t 008 (na;,) + A\ oos (na?,) 

Dans la déduction de cette formule nous avons supposé x^ plus grand que 
zéro mais on voit que Tégalité subsiste encore quand x^ est negative, car 
ffp ne change pas de signe si on change les signes de x^ et a;,, et le second 
membre a la méme propriété. Nous aurons maintenant ä calculer 

fj[co)ds^ 

8 

mais comme la valeur de cette intégrale ne dépend pas de la forme du 
contour 5, on conclut que Al et Ai doivent satisfaire aux relations 

^5^v + Al = o, A^.rj: + Ai = o. 

En tirant Al et ^J' de ces formules et en se rappelant que n désigne 
la normale intérieure de 5, on parvient a la formule 

s å 

mais ici il est facile d'éxécuter les integrations; on trouve 

J Vy"* + «. J 7««. + «. 

AtUt maUmtaHea. 28. Imprim» l« 33 «ttII 1896. 4 
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et par suite 
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-JÅo.rja)' 



oii Ton doit étendre la sommation a toutes les racines de Véquation 
f(p , gy) = o. Si on observe que la somme dans le second membre n^est 

autre chose que le coefficient de - dans le développeinent de * 

suivant les puissances décroissantes de ?^, il est facile de simplifier Tex- 
pression de L^. Nous avons en effet (voir form. (i) et (2) ce paragraphe) 



= v 



tp 



K 


A» 


As, 




K 


^32 


A„ 


+ n 


K 


^23 


A„ 





An 


*: 


A3, 




A„ 


A„ 


K 


A„ 


K 


^32 


+ v,'. 


A„ 


^22 


K 


A„ 


K 


A,3 




A.3 


^28 


K 



d'ou Ton tire, en se rappelant les formules (6) et (7) § i, la valeur 
suivante du coeflFicient de yf dans A^ 



CO 



^*> ' (22) ' (22) 
*» ' (22) ' (22) 
*» ' V22/' ' ' 22 ' i 



+ 



22 



'22) ' *'i ' (22) 
(.22) ' ^^ ' (22) 
(22/ ' *» ' (22/ 



(22) ' (22J ' *i 

j 

"•" (22) 1 (22 ) ' (22) ' ^'» 



i (il) ■ I 



23 
22 



» "'! 



ou plus simplenient 



= /fc. 



\22/ ' I22/ ' \,22J '' 

I2\ 22\ /32\i 

22/ ' ' 22/ ' \22/ ' 

>3\ I2i\ /33| 

22/ ' \22/ ' \22' I 

mais ici le détenninant qui multiplie k^ est egal au coefficient de jy* 
dans f{Oj7])'j par conséquent on aura 



L. = /[Tik.. ' 



Sur les équatioDS de Téquilibre dan corps solide élastique. 27 

Parce que L^ ne dépend point des coefficients l^\ et comme on aurait 
obtenu la valeur de M^ par le méme calcul, en prenant pour point de 
départ des formules oii Ton eiit changé K^j en i \ on conclut que la 



valeur de M^ est 



M, = ^irk,. 



Les formules (15) et (16) du paragraphe précédent prendront par 
suite la fornie 

(15a) kM + h<-^kA = ^^ f^,{T,p,-u,<r,)dw-^ fT.U^p.dS 



tu 



et 



(i6a) k,v\ + k,vl + hv\ = ^fY^{%^a, — v,T,)d<o — ^^ fT^V.a.dS. 



to 



Dans le cas oii le point (a;J , x^ , xl) est un point de la surface cd avec 
un plan tangent déterminé on a les formules 

(17a) Ä,«? + k,ul + kX = j^ J^, {T^P, - %a,)doy - ^ JT^ U,fi,dS, 



to S 



(i8a) hv\ + k,vl + kA = ^jT,{%<i, — v,T,)da,-~fT,V,a,d8. 



to 



CHAPITRE III. 



Applications. 

% l. Application ä fa théorie de Véquilibre d^un corps solide 

élastique. 

Soit f une forme quadratique définie des six variables 
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nous avons déjä rappelé que ffdS peut représenter le potentiel des 

forces intérieures d'un corps élastique. Prenons un autre systeme de 
variables 

_dVy _ _dVx dv^ 

je rappelie que nous avons (§ i, chapitre II) 

A = ^e +^e +^s +^e +^s +^e 

af ii/* ij/* /i/* <i /* ^/* 

Il s*en suit que les quantités 2^^ sont identiques aux composantes de 
pression qu'on désigne d'ordinaire par txa (voir p. ex. Clebsch, Theorie 
d. Elasticität). 

Soient X, , X, , X, les composantes rectangulaires de la force solli- 
citant un element de volume, les composantes de deformation satisfont 
aux équations 

8 
y^dtxa_ jj- (a-1,2,8) 

Mais ces équations sont identiques aux équations difFérentielles (lo) § i, 
chapitre II. Cela suffit pour voir les rapports des problémes traités 
auparavant avec le probléme de Téquilibre d'un corps élastique solide. 
Il reste ä démontrer que le déterminant des fonctions A;i^ ne peut 
étre nul pour aucun systéme de valeurs reelles des variables. Dans Tex- 
pression de A posons Ux = Vxj il vient 

2f= A (w , u). 

Substituons dans cette équation u^ = x^5^j on obtient 



Af fl 

Cest a dire, si Ton fait dans 2f les substitutions 

(?,, = aJ,f, , dxa = Xx5a + XJx , 
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on obtient une forme quadratique en ^, , re, , re,, dont le déterminant est 
précisément le déterminant des fonctions A;t^. 

Supposons que ce déterminant fiit nul pour un systéme de valeurs 
reelles des variables, soit f^ = a»,, oii T une des quantités a^ doit étre diffé- 
rente de zéro. Alors on pourrait trouver un systéme de valeurs reelles 
x^ = a^y oii Tune des quantités a^ doit étre différente de zéro, pour lequel 
f serait égale ä zéro. Mais pour Tévanouissement de f il faut que 
d^ = o, åxfi = o, ou bien que les équations suivantes soient vérifiées 

a,a, = o, Uj^a,, + a^OLx = o. 

Nous pouvons supposer que a^ soit différent de zéro; il 8'en suit que 
Oj = o. En substituant cette valeur dans les autres équations, on trouve 
a^ttj = o, ajttj = o, d'ou Ton conclut que a, = »3 = o, ce qui est contraire 
ä la supposition. Ainsi le déterminant des fonctions Ax^ est différent 
de zéro pour tout systéme de valeurs reelles des variables f^, le systéme 
f ^ = f 3 = f 3 = o seulement excepté C. Q. F. D. 

§ 2. Développementa en serie. 

Nous avons vu que les fonctions a, et y9 jouissent de la propriété 
d'étre développables en des series de puissances dans le voisinaore d'un 
point reelle «,,«,, a^ quelconque, ä Texception seulement du point 
a, = a, = »3 = o. De plus le développement de a{a^ +^1 ,«2 +h^ , 0^3 +Ä3) 
suivant les puissances des variables \yh^, \ converge pour toutes les 
valeurs de ces variables h satisfaisant a l'inégalité 



yjh\ + h\ + h\ <fJLyJa\ + a\ + ah 

oii fx est une quantité positive indépendante des quantités a^ et \ et 
inférieure a Vunité. 

Cela rappelé, supposons que u^ , w, , u^ förment un systéme d'inté- 
grales de équations différentielles (7) chapitre II vérifiant les conditions 
uécessaires pour Tapplication du théoréme de Betti dans un domaine 
limité par deux surfaces sphériques 1 et 2 ayant Torigine pour centre 

et /?j et /?3 pour rayons. Supposons Tinégalité — < /i* remplie, il s'en suit 
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Prenons un point rr^ , a:, , x^ situé entré les sphéres des rayons — et />,/£ 
et soit f 1 , f , , 6, un point sur la sphére 2 , le développement de 

suivant les puissances des variables ?, converge, si 



)J^\ + $l + V^<fiy/4 + ^l + <^h 
ou, en considérant la serie comme fonction de a;, , a?, , a;,, si 



y/x\ + xl + xl>'f- 

I 

Soit 7, , ^3 , ^8 un point sur la sphére i , le développement de 
suivant les puissances des variables x^ , x^ , x^ converge, si 



\x\ + «•! + xK/Jip,. 
Ainsi les deux développements des fonctions 

ont pour domaine de convergence cominun Tespace entré les deux surfaces 
sphériques des rayons — et p^/i. 

Ces développements convergent encore dans le méme domaine si le 
point f 1 , f j , Cj est ä Tintérieur de la sphére 2 et le point ^j , ^j , 7, 
est a Textérieur de la sphére i. 

Appliquons maintenant la formule (4) chapitre II aux fonctions 
*^i > ^j > ^8- ^^ prenant pour domaine S Tespace entré les deux sphéres 1 
et 2, nous obtenons en appelant w^ et w^ les surfaces des deux sphéres 
1 et 2: 



Sur les équatioDS de Téquilibre duD corps solide élastique. 31 



*,«, +A,«, +k,u. 






w, 






An 
»I 






«^ 



^\/ p-i AjAjA, _2i j^ ^1 9a; 1 9a;, ^a^s 



«2 



Mais de la convergence uniforme des series il suit qu'on en pourra 
efFectuer Tintégration en intégrant chaque terme; on obtient ainsi un 
développement de Texpression Ä^Wj + Ä^w^ +^8^8' valable dans Tespace 

entré les deux sphéres des rayons — et p^fx. Ce développement consisté 

en deux parties dont Tune est une serie de puissances et Tautre est une 
serie dont les terraes sont les dérivées partielles des fonctions y9^. La 
premiére de ces parties converge ä Tintérieur de la sphére de rayon /i^j 

et la seconde ä Textérieur de la sphére de rayon — . 

Considérons maintenant le développeraents de quelques fonctions spé- 
ciales. Supposons d'abord que w^ , «*, , u^ désignent les fonctions homo- 
génes du degré entier négatif — w et vérifiant les conditions nécessaires 
de continuité dans toute Tespace ä Texception de Torigine. Quand le 
rayon p^ tend vers Tinfini les deux premiéres intégrales tendent évidem- 
ment vers zéro. Des autres terines il ne reste que ceux qui sont ho- 
mogénes du degré — w, de sorte qu'on obtient 

~ l^\l^ ^»^«*' 3a.*i 3a;^« 3a.^» ^ ^^'*» 3 V*» '^J^-^y^* 

/»-i \a,a^, ^^1 ^*t 9a;8 ^j,,^ ^Xx ^x^ äx^ 



32 Ivsr Fredholm. 

011 les valeurs -^J^a^a, ^^' ^^,a^ sont des coefilcients constants et les indices 
doivent satisfaire aux conditions 

Ml +f^2+f^3 =n—2. 
Supposons en particulier que w soit egal a Tunité il vient 

De plus nous savons que les fonctions ^ dépendent linéairement des 
constantes k de sorte qu'on peut écrire 

d'ou résultent pour les fonctions u les expressions 

Posons dans ces formules w^ = o^ nous obtenons, en observant que dans 

ce cas Ap = k^ 

a, = Ä^i/?,^ + Ä-jySj, + *8y9j,. (v-1,2,8) 

On déduit de cett« formule, en égalant les coefficients des constantes k^ 
et en posant 

la relation 

ä Taide de laquclle on pourra écrire Texpression des fonctions' u de la 

maniére suivante 

«*, =A^a^i + A^a^^ + A^a^^. (^-1,2,8) 

Il résulte de cette formule que les fonctions a^ sont les seules intégrales 
homogénes du degré — 1 des équations (7) § 2 ayant la propriété d'étre 
uniformes et continues ainsi que leurs dérivées des deux premiers ordres 
pour toutes les valeurs reelles des variables. 
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g 3* Des proprtétés des ifUégrales datis les fortnules fondanientales. 

Dans la formule fondamentale (15) chapitre II nous avons désigné 
par T^ certaines fonctions linéaires des premiéres dérivées des fonctions 
^i9^Q9^z' Laissons maintenant de cöté cette definition des quantités T^ 
et supposons seulement qu'elles soient des fonctions finies et en general 
continues des paramétres qui fixent la position d'un point sur la surface ö>. 

Soient x^jX^y x^ les coordonnées d'un point réel A d'ailleurs quel- 
conque, et f 1 , f , , f, les coordonnées d'un point A' sur la surface w. 

Considérons Tintégrale 

(i) 9^ = K9x + K9^ + K9z =-h:J^p^pM^'^ 

inontrons que ^ est une fonction continue pour tout systéme de valeurs 
reelles de x^jX^^x^, Corame il résulte immédiatement de ce que nous 
avons dit dans le paragraphe précédent que ^ est continue pour des 
points extérieurs a co, prenons un point A sur w. 

Décrivons de A comme centre une sphére s de rayon e; soit ^^ la 
partie de Tintégrale ^ étendue sur la partie cd^ de w intérieure ä 5 et 
désignons par ^' le reste ^ — ^^. Alors ^' est une fonction continue en 
A. Mais nous savons qu'on peut déterminer une quantité finie et po- 
sitive ff de maniére que 

\Pp\<-' 

r étant la distance AA\ Soit de plus G une liinite supérieure des fonc- 
tions T^, on a 

Mais on connait des elements de la théorie du potentiel que la valeur 
de rintégrale dans cette inégalité converge vers zéro avec le rayon s. 
Donc, on peut déterminer e assez petit pour que la différence de deux 
valeurs de ^^ en des points intérieurs a s soit moindre qu*une quantité 
arbitrairement petite, d'ou résulte bien que ^ = ^^ + ji?' est une fonction 
continue en A. 

Aeta mathtnuUiea, 23. Imprimé le 22 avril 18S8. 5 
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Passons maintenant a Tintégrale 

S = k,», + k,å, + Ä,*, = ^ Jt, U,^^dS 

8 

ou Up est une fonction continue des variables ^1,^8,^8- 

Il est clair que d est une fonction continue ainsi que ses dérivées 
pour des points Ä {Xi , x^ , x^ extérieurs au volume 8. 

Pour établir la continuité de tf pour des points appartenant ä 6^ on 
n'a qu'ä repeter la demonstration bien connue pour la continuité du po- 
tentiel d'une masse étendue a trois dimensions. 

Par la méme méthode on établit aussi la continuité des premiéres 
-dérivées de tf. 

Revenons maintenant ä la formule (15 a) chapitre IL Nous avons 
vu que Texpression 

(2) ^fT,{T,p,-U,<r,)d<o-^fT,U,^,dS 

at 8 

pour des points Ä appartenant au volume S représente la fonction 
Äi«*i + ÄJjWj + Ä8«*8 et si le point A se trouve sur o), Texpression (2) est 

égale ä - (ÄiWi + AjW, + AgWg) et enfin, si A est en déhors de S elle est 

égale a zéro. Mais de ce que nous avons démontré de la continuité des 
intégrales f> et ^, il suit que les changements brusques de lexpression 
(2) sont dus a Tintégrale 

Soit s un point de la surface o). Désignons par ®, la valeur de G) 
au point 5, par oJ^ la limite de ö) quand le point A{xi, x^, x^) tend vers 
s en étant a Tintérieur de la surface, par ö)„ la limite de a) quand le 
point A tend vers s en étant a Textérieur de la surface, on a les deux 
relations 

(3) 

S)„ = o), + - {Ku^ + Ku^ + Ä^sW,). 

Donc, si Ui , w, , w» sont les valeurs sur la surface cd de trois fonctions 
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des variables f i , f 2 > f« ^^ si les fonctions aient des dérivées continue& 
des deux premiers ordres, les formules (3) nous informent de la discon- 
tinuité de Tintégrale ©. 

Mais nous allons démontrer que les formules subsistent encore danfr 
des conditions un peu plus générales. 

Soient u^ , u^ , w, des fonctions des paramétres qui fixent la position 
d'un point sur to. Supposons que ces fonctions admettent des dérivées 
finies du premier ordre, et prenons sur to un point s o\x la courbure est 
finie. Décrivons de s comme centre une sphére de rayon e, qui découpe 
sur la surface o) une courbe j-. Soit ö)' la partie de Tintégrale relative 
ä Taire w^ intérieure ä j-, on aura 

ö>' = :^ f^pU,a,da> = ^ JT,u; a,d(o + ^ JT.,{u, — u',)da>. 

»• «• •»o . 

Mais comme a^ est une fonction homogéne du degré — 2 qui est réguliére 
en dehors du point s on peut poser, en désignant par r la distance de 
5 a un autre point de ö>: 

o 

011 ^J est une fonction dont le module a une limite supérieure finie, 
soit g. Alors on a 






Mais il existe une limite supérieure finie de - (w^ — wj^), quelque petit 
que soit r; soit u cette limite on pourra écrire 






Mais dans la théorie du potentiel on démontre que Tintégrale a une valeur 

absolue moindre que 

2 Tre 

cos^o 



36 Ivar Fredholm. 



011 j'^ désigne le plus grand angle d'une normale a co^ avec la nor- 
male en s. 

L'intégrale — / ^pUptTpdio n'est jamais plus grande que ÄiwJ+ä-jwJ+ÄswJ. 



ti>\ 



Nous pouvons donc écrire Tinégalité suivante 



& 



< k^u\ + knU'^ + k^u\ I -I- ^^^^ , 



d'ou il résulte qu'on peut choisir le rayon e assez petit pour que Tirité- 
grale — /S^(w^ — u'^(Tpda} soit en valeur absolue moindre qu'une quan- 



o» 



tité arbitrairement petite d. 

Comrae Tintégrale B — ©' est continue dans le voisinage de 5, on 
conclut que Tintégrale 



ta 



est continue au point s. De la on déduit immédiatement les équations (3). 
Comme les seconds membres dans les équations (3) sont indépendants 
des coefficients dans les équations différentielles définissant les fonctions 
^, on voit (voir p. 27) que les formules (3) subsistent aussi pour les 
fonctions définies par Vintégrale 



^ /(^i^i + ^2 7-2 + v^T^do). 



tu 



Nous avons établi que les fonctions ^ sont des fonctions continues; au 
contraire ses dérivées premiéres présentent des discontinuités dont nous 
allons montrer la nature sous Thypothése que les T^ soient des fonctions 
ayant des dérivées du premier ordre. 

Comme r^ désigne une fonction linéaire des constantes arbitraires k, 
mettons-les en évidence^ en écrivant 

ou les fp sont des fonctions linéaires des cosinus directeurs de la nor- 
male de (o: 

fp= Z^T^^cos (na; J, 
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d'ou on déduit Texpresgion suivante de t^« (voir form. (8) chapitre II § i 
et chapitre III § 2) 

A Taide de ces notations nous pouvons substituer aux formules (3) Ténoncé 
suivante: Tintégrale JVT^d(o est une fonction continue de {Xi, x^yX^) si X 



w 



est inégal a a; au contraire, si ^ = a, Tintégrale présente une discontinuité 
définie par les formules 

fvT^do) = — 27rv,y fvT^dw = 2;rt;,. 

En diflférentiant maintenant Texpression de ^^ a Taide des fonctions a 

ip, = ± f{T,a,, + T,a,, + T,a^)dw, 



on obtient 



i:,K,f, = — ^ j^ÅTi A?,«,, + T, AJ,a,, + T, Aj,«„)rfö, 



a» 



: ^ j{T,T\^ + r,rL + T,^xa)da>. 



to 



Multiplions les deux membres avec co8(nrrJ et faisons la somme par 
rapport ä Tindice a, nous aurons 

(4) ^a cos(Ma:jr,AJ,j.^ = ~ ^ /(^^""^ + ^^"^ + T,i';)dw. 



to 



Or rintégrale dans le second inembre est de la méme forme que 
rintégrale définissant la fonction ö), donc nous pouvons rendre compte 
de la discontinuité de Texpression (4) par les formules suivantes 



[r cos («a;J A?^fpJ"= — \Ti. 



88 Ivar Fredholm. 



Reprenons maintenant Tétude de Tintégrale tf, en supposant que les 
fonctions Up admettent des dérivées continues du premier ordre. En 
vertu de cette hypothése on pourra écrire, en appliquant une formule 
bien connue de la théorie du potentiel: 



dXa 



= ij^^^^p^ -« w^— i/r.S^"^^- 



a 8 



En égalant les coefficients de k^, dans les deux membres de cette 
équation et en rempla9ant les fonctions ^p„ par les expressions équivalentes 
a^p, on trouve 



^»^ 



= irf^^ Up<^.P^o^ {^^a)dw - -fYip 'é^^P^^^' 



3«- 

to 



Prenons la dérivée des deux membres par rapport a x^ il vient 






dXa 

to S 



ou le dernier terme est une fonction continue. 

En multipliant les deux membres de Téquation par le coefficient 

( ^j et en faisant la somme par rapport aux indices a et ^, on trouve 
^^^*/^ = iij S« £p ^p ^fi S) ^''''' (''^«)'''" + ''''^ fonction continue. 



to 



Rappelant la formule 

on pourra écrire Texpression de A;^/!*^/* 

^xii^iL^= I ^a^pUpAl,af,pCOs{nx^)da} + une fonction continue. 



tu 



Prenons la somme par rapport a /£, nous aurons 

S^ A;i^ ^^= / 2a ^/> Up Hj, ^%iOif^p cos {nx^ d(o + une fonction continue. 



(U 
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Mais on a la formule 

a Taide de laquelle on obtient 

5r^A;t;i*/t = I ^pUpTfx^o) •{- une fonction continue. 



u> 



Nous avons démontré que Tintégrale qui figure dans cette formule 
éprouve une diminution brusque égale a Ux quand le point A{XiyX2yXf) 
passé de Tintérieur a Textérieur de la surface o). Mais nous savons que 

Hf^^xti^fi ^st égale a zéro pour les points extérieurs a S; par suite on 
a pour les points intérieurs 

^ti^ifi^fL= Ux. a-i,«,8) 

Il résulte de ce que nous avons démontré sur les fonctions å qu'elles 
nous donnent la solution du probléme suivant: 

Déterminer Tétat de deformation d*un milieu élastique illimité quand 
ce milieu n'est soumis qu'a des forces agissant aux elements de volume 
intérieurs a une certain surface et qu'on suppose que la deformation a 
distance infinie est nulle. 

Prenant en particulier le volume S infiniment petit on trouve que 



» = -^^'L,p,fu,d8, 



8 



d'ou, en posant fUpdS= — X^] on déduit 

8 

Ainsi il est clair que ces fonctions å représentent les composantes de de- 
formation dans le cas limite, ou le milieu est sollicité en un seul point 
par une force dont les composantes sont X^^ X^fX^. 
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% 4. Usage de fonctimis compensatrices. 

En 8'inspirant des idées de Green on peut réduire les problémes 
généraux de Téquilibre d'un corps élastique ä des problémes particuliers 
de la méme nature. 

Envisageons d'abord le cas, ou Ton se donne les composaiites de 
deformation sur la surface w d'un corps 8^ et les forces agissant sur les 
elements de volume du corps. 

Si on peut résoudre le probléme d'équilibre dans le cas particulier, 
oii les composantes de deformation ä la surface cd sont égales aux fonc- 
tions 0L^[5i — ^1 > ^2 — ^3 j fs — ^s) ^* les forces intérieures sont égales a zéro, 
on peut aussi résoudre le probléme general. Désignons les composantes 
de deformation dans le probléme particulier par ^ , /•2 > Ts e* ^^^ compo- 
santes de la pression a la surface par J7, , jT, , i^g • Alors le théoréme de 
Betti nous donne 



to 



En formant la différence de cette expression et le second menibre de 
Téquation (15 a) § 3 chap. II, on trouve la solution du probléme general: 

k,u, + k^u^ + ^3^3 = ^ f^pif^p — ^p) Wprfö> — ^ J^p Up (a^ — rp)dS. 



w 8 



Considérons le second probléme, oii les forces agissant sur la surface 
sont connues. Désignons par Tp les composants de ces forces. Soient 
£/j , C/!, , f/3 les composantes de la force agissant sur un element de 
volume de S, Alors on sait que le corps S doit étre en équilibre sous 
Tinfluence de ces forces, ce qui entralne les six conditions 

fTpdio+JUpdS=o, 



w 



f{$, J, -S^T,)da,+ /(?, U, - f , U,) dS^o. 



w 
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La golution de ce probléme d'équilibre n^est pas unique; soient 
^i9^9»^s ^^^ fonctions donnant une solution, on obtient toutes les autres 
par les formules 

^x + (ix + Pf.^.—P.(X^^ 

ou a^ et p^ désignent des constantes. 

A la deformation définie par les fonctions otj , ot, , a^ correspondent 
des composantes de pression égales aux Tj, r,, Tj. Nous avons déja trouvé 

que jT^da) = 47rkf,. En substituant dans la formule (15 a) chapitre II 
des fonctions linéaires pour les u, on trouve 

m 

Prenons maintenant pour origine le centre de gravité de la surfacc 
(Of et pour axes les axes principales d'inertie de la surface €o* 

Appliquons ä la surface ca des forces dont les composantes sont 

Eerivons les conditions pour que les forces — t et r se fassent 
équilibre, nous aurons 

Jtxdw = bx.Jdio == 47:kxj 

m w 

On voit que les valeurs des coe£Ficients b et c satisfaisant a ces équations 
sont des fonctions linéaires des variables a?^. Pourvu que les coefficients 
b et c aient été choisis de maniére a satisfaire aux conditions d^équilibre 
et en faisant Thypothése que le probléme de Téquilibre soit possible, on 
peut résoudre ce probléme dans le cas particulier ou les forces agissant 
sur (O sont égales a 

Désignons, dans ce cas particulier, par duå^j d^ les composantes de 
deformation et par AijA^fA^ les composantes de pression correspondantes. 
On a par suite pour les points de la surface o) les relations 

T^ — Ap = tp. 

Äota maUumaHoa, 23. Imprimft le 16 man 1899. Q 
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D*ailleurs le théoréme de Betti nous donne 

o=^±fT{d,T,-A,u,)da,-^jT,U,å,d8, 



et la formule (15) chapitre II 



» 8 



d'ou Von obtient, en formant la di£Férence, 



m w 

-±fT,U,{a,-å,)d8. 



8 



Mais ici la seconde intégrale est égale a une fonction linéaire des variables 
X. de la forme 



*iöi +*««2 + Äsas + 



Pl9 PiJ Vz 



Xif x^f ajj 



et qui par suite représente un simple déplacement du corps. En suppo 
sant cette fonction égale a zéroy nous obtenons la solution 
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SUR LA REPRESENTATION ANALYTIQUE D'UNE BRANCHE UNIFORME 

D'UNE FONCTION MONOGÉNE 
(Premiére note') 

PAR 

Gr. MITTAG-LE PPLER. 



Désignons par a un point du plan de la variable complexe x, et 
adjoignons a a une suite infinie de quantités, 

(O iJ-Ca) , i?'<'>(a) , i?"» , . . . , F<"(a) , . . . 

011 chaque quantité est parfaitement déterminée quand on sait le rang 
qu*elle occupe dans la suite. Supposons, ce qui sera possible d'une infinité 
de maniéreSy que ccs quantités F soient choisies telles que la limite su- 



périeure des valeurs limites' des modules 



soit un nombre 



fini, par exemple - 



' La présente note est un extrait des différentes commuDicatioDS qui ont été faites 
ä rAcadémie des scienoes de Stockholm dans le courant de TaoDée 1 898, et qui ont été 
pnbliées sous les titres suivants: 

Om en generalisering af poiensserien (9 Mars 1898). 

Om den analytiska framställningen af en aUmän monogen funktion: Första med- 
delande (ii Maj 1898); Andra meddelande (II Maj 1898); Tredje meddelande (14 
Sept. 1898). 

' P désignant une suite infinie de nombres, od nommera nombre limite ou valeur 
limito de oes nombres, un nombre tel que, dans un voisinage aussi rapproobé de lui que 
Von Tondra, il se trouve une infinité de nombres appartenant å P. LHnfini est dit la 
valeur limite de la suite si, dans un voisinage aussi rapproobé de zéro que Ton voudra^ 

Å9ta mathtnaHem. 28. Impriinft le 16 nan 1899. 
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Si, au moyen des quantités F comme elements. Ton forme une serie 
de puissances 

(2) ^{x\a)=^j;^^F<^\a).{x-aY, 

cette serie sera convergente tant que x remplira la condition 

\x — a|<r, 

et sera divergente tant que 

\x — a\> r.^ 

Le doraaine jo; — a | < r, qui dans Je plan des x est représenté par 
un cercle ayant pour centre le point a et pour rayon la quantité positive 
r, est le cercle de convergence de la serie ^(a;|a).' 

Dans la théorie des fonctions analytiques, édifiée par Weierstrass, 
la fonction est définie par la serie $(a;|a) et par la continuation analy- 
tique de cette serie. Chaque fonction analytique est parfaitement dé- 
terminée, pourvu que les elements 

F{a) , F''\a) , F<'>(a) , . . . , F^\a) ,... 

soient donnés. On désigne en general par F[x) la fonction qui dans sa 
totalité est définie par ces elements. 

Si K est un continuum formé d'une seule piéce qui ne se recouvre 

il eziste ane infinité de nombres qui sont les inverses des nombrea appartenant ä la suite P. 
Si P est forméo de nombres réels quelconques, et, si parmi ces nombres il en existe un 
qui n^est inférieur ä aucun des autres, ce nombre sera dit la limite supérieure de P. 
Si, parmi les nombres qui appartiennent ä P, il en est de plus grands que tout nombre 
donné, c'cst Cinfini qui sera dit la limite supérieure de P. Si auoun de ces deaz cas 
n^a lieu il existe toujours, ainsi quo Weierstrass Ta démontré d'une maniére rigoureuse, 
un nombre plus grand que tous les nombres appartenant ä P et tel que dans chaque voisinage 
de ce nombre il existe un nombre infini de valeurs appartenant k P. Ce nombre alors 
sera dit la limite supérieure de P. 

La limite inférieure de P peut aussi étre définie d*une maniére analogue. 

^ Yoir: Cauchy, Cours d*analyse de TEcole Royale Polytechnique. I^^ Partie. 
Analyse algébrique, Paris 1 82 1. Chapitre 9, § 2, théoréme I, pag. 286. 

' Nous ne comptons dono pas le contour da cercle de oonvergenoe comme faisant 
partie du cercle. 
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nuUe part elle-méme, renfermant le point a, et tel que la branche de la 
foDction F{x)j formée par $(^|a) et sa continuation analytique a Tintérieur 
de Ky reste uniforme et réguliére, nous désignerons cette branche pär FK{x). 

Le probléme dont nous aUons nous occuper ser a de trouver une repre- 
sentation analytique d'une branche FK[x) choisie aussi étendue que possible. 

De la definition méme de la fonction analytique F{o[i)y et de celle 
de la branche FK{x), résulte imrnédiatement une sorte de representation 
analytique de la branche FK{x) en question. 

En effet, pour obtenir une representation de cette branche, il suffit 
d^efifectuer un nombre dénombrable de prolongements analytiques de^(a;|a), 
par exemple 

i; = o, I , 2 , ...; a^ = a; 5Po(^l^) = ^(^l^^)- 
Les series ^»,(a;|a^) sont formées au moyen des elements 






et ces elements eux-mémes peuvent étre calculés au moyen des elements 

primitifs 

F^\a) ; (yu = o, I , 2 , . . .; F<-'\a) = F(a)). 

Mais, pour opérer ce calcul, il faut connaltre le rayon du cercle de con- 
vergence de chaque serie $y(^|ay), car il est impossible d*efiFectuer la 
continuation immédiate d'une telle serie sans en connaltre le rayon de 
convergence. Nous avons déja cité le théoréme de Cauchy qui nous 
donne ce rayon de convergence exprimé par Tinverse de la limite supé- 
rieure des quantités positives 



// I (df'FK{x)\ I 



On voit que cette maniére de représenter FK{x) au moyen d'ex- 
pressions analytiques est d'une complication extreme et d'une transcen- 
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dance tres élevée. Il semble d'ailleurs que Weierstkass n'ait guére re* 
garde la continuation analytique autrement que comme un mode de de- 
finition de la fonction analytique. Les avantages de cette definition sont 
bien connus, et je n'ai pas besoin d'y insister. 

Au premier abord il semble que la théorie de Caucht, qui est édifiée 
sur des principes tout autres que celle de Weierstrass, posséde un grand 
avantage sur celle-ci, lorsqu'il slagit de la representation analytique de 
FK[x). En effet une telle representation est donnée par la formule 

(3) FKi.)=f^ä., 

ou rintégrale est prise le long d*un contour fermé S situé a Tintérieur 
de K et aussi rapproché de la frontiére de K que Ton voudra. D*aprés 
la definition méme d'une intégrale, il est evident que Tintégrale (3) peut 
étre remplacée par une somme infinie de fonctions rationnelles de x 
dont les coefficients sont exprimés par des valeurs spéciales de x en 
nombre dénombrable et par les valeurs correspondantes de FK{x). 
Cette observation a été le point de départ d'un travail magistral de 
M. RUNGE, que j'ai publié dans le tome 6 de ce journal.^ La represen- 
tation analytique que Ton obtient ainsi exige donc que Ton connaisse la 
valeur de FK{x) en un nombre infini et dénombrable de points qui 
doivent se rapprocher indéfiniment de la frontiére de K. Or, dans les 
problémes habituels de Tanalyse, ces valeurs ne sont nuUement connues. 
En general, c*est au contraire la serie des valeurs 

F{a) , F^'\a) , F^^\a) , . . . 

qui est donnée. Si Ton se met au point de vue usuel, il en est ainsi, 
par exemple, dans le probléme si väste de Pintégration des équations 
dififérentielles. 

Quand il s'agira de trouver la representation analytique de FK{x)j 
il faudra donc la tirer des elements (i) et s'efforcer a Taide seule de 
ces elements de construire une formule qui représente la branche FK{x) 
toute entiére. 

y Zur Thearie der eindeutigen analytUchcn Funetionen, § i, p. 229 — 239. 
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Déflignons par G le cercle de convergence de la serie (2). Uexpression 

donnera alors la representation analytique de FC{x), Fégalité 

ayant lieu pour tous les points de C. 

Gette expression est construite au moyen des elements 

F{a) , F^'\a) , F''\a) , . . . 
et des nombres rationnels p indépendants du choix des dits elements. 



Est-il possible d'obtenir de méme pour une branche FK{x) ayant 
la plus grande étendue possible une representation analytique de cette 
nature? Nous allons voir que la réponse est affirmative, et qu'il est 
par conséquent possible de combler une lacune de la théorie des fonc- 
tions analytiques; en effet, jusqu^ici Ton n'avait pu donner pour la branche 
générale FK{x) une representation analytique pareille k celle trouvée des 
les debuts de la théorie pour la branche FC{x). 

Pour traiter a fond la question que nous avons posée, il faut définir 
un domaine K qui soit aussi väste que possible. C est ce que nous allons 
faire en introduisant une nouvelle conception géométrique: YEtoile: 

Dans le plan de la variable complexe Xy soit une aire engendrée 
de la maniére sui vante: autour d'un point fixe a on fera tourner une 
fois un vecteur^ 1; sur chaque vecteur on déterminera d'une maniére 
univoque un point, soit Oj, dont la distance au point fixe a sera plus 
grande qu'une quantité positive donnée, la méme pour tous les vecteurs. 
Ce point a^ pourra étre situé a une distance finie ou infinie du point a. 
Dans le cas ou la distance de a a ai est finie, on exclura du plan des 
X la partie du vecteur qui s*étend de a^ a Tinfini. Nous donnerons le 
nom d^EtoUe au domaine qui reste apres que Ton aura exécuté toutes ces 
coupures dans le plan des x. 

'— — ■ 1 \ m ' — -■ I B^». 11 ■■ IBII I . ■ MIMBI«_ ■_!_ I_ . _ _ 

' Une demi-droite. 
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On voit que VétoHe ^ ainsi définie est un continuum formé cl*une 
seule piéce et ä connexion simple. 

Adjoignons maintenant a a les elements 

F{a) , F''\a) , F<'>(a) , . . . , F^\a) , . . . , 
et formons la serie 



oe 



Effectuons la continuation analytique de ^{x\ a) le long d'un vecteur 
issu du point a. 

Il se peut que chaque point de ce vecteur appartienne au cercle de 
convergence d'une serie qui est elle-méme une continuation analytique de 
$(a!;{a) obtenue en procédant le long du vecteur; mais il est aussi possible 
qu'en procédant le long du vecteur on rencontre un premier point qui 
n'est situé ä Tintérieur du cercle de convergence d'aucune continuation 
analytique de $(a:^|a) le long du vecteur. Dans ce demier cas nous 
exclurons du plan des x la partie du vecteur comprise entré le point 
ci-dessus et Tinfini. En faisant fourner une fois le vecteur autour de a 
nous obtiendrons une étoile telle qu'elle a été définie précédemment. 

Cette étoile étant donnée d'une maniére univoque des que les elements 
(i) sont fixés, nous Tappellerons V étoile appartenant å ces elements.^ Nous 
la désignerons en general par A, la premiére lettre du mot grec åtm^p. 

En définissant Tétoile, nous avons choisis comme vecteurs des demi- 
droites. Il est facile de voir qu'on aurait pu prendre aussi bien des 
lignes courbes définies d^une maniére convenable. 

En analogie parfaite avec la terminologie : étoile appartenant aux 
élénients (i), nous parierons du cercle appartenant å ces elements, qui n*est 
pas autre chose que le cercle de convergence de la serie 

(2) f^'F^^^a).{x-aY. 

/t-0 II. 

Nous parierons de méme de la fonction F{x) et de la branche fonc- 
tumndle FA{x) appartenant å ces elements. 



' J^ai introduit ponr la premiére fois la conception de Tétoile appartenant anz 
elements (i) dans ma note déjk citée Om en generaliHring etc. 
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Ces préliminaires terminés nous pouvons énoncer ainsi le théoréine 
principal qui sera démontré dans la suite: 

La branche FA{x) peut toujours étre représentée par une serie 

les 0(f,){x) désignant des f önations entiéres rationneUes de x: 

ou les coeffidents c^^ sont donnés a priari indépendamment du choix de a 
et de F^*'^(a) (y = o , i , 2 , . . . , 00). 

flO 

Gette serie £ G^(a?) est cmxver gente pour chaque point de VétoUe A et 
uniforméinent convergente pour chaque domaine å Vintérieur de A. 

Dans cette premiére note on trouvera une demonstration de ce 
théoréme, remarquable par la forme tres-simple qu'on obtient pour les 
coefficients c^^ Dans d*autres notes nous donnerons d'autres demonstra- 
tions qui se distinguent surtout par une détermination différente des éf. 
Nous nous oceuperons de méme d'autres questions rentrant dans le méme 
ordre d'idées ainsi que de leurs applications. 

Pour donner la demonstration que nous voulons exposer dans cette 
note il sera commode d'employer une construction géométrique se rap- 
portant a une étoile quelconque, soit Ej qui n'cst pas le plan des x tout 
entier. 

Soit a le centre de Tétoile Ej et soit n un nombre entier positif 
donné. Nous définirons une étoile JE^"^ de la maniére suivante. Fixons 
un vecteur I issu du point a. En désignant par r une quantité positive 
suffisamment petite et en limitant le vecteur a la longueur (n — i)r, 
il arrivera que tout cercle de rayon r, décrit d'un point quelconque de ce 
vecteur limité comme centre, fera partie de J5. En désignant par p la 
limite supérieure de r, en portant sur I la longueur np et en faisant 
toumer I une fois autour de a, nous obtiendrons Tétoile JS'^"\ On voit 
que Tétoile E^^^ est un cercle, que Tétoile E^""^^"^ renferme Tétoile -E^"^ et 
que toutes les étoiles J5^^\ E^'\ E^*\ . .. font partie de Tétoile E. 

Ada nuUUnuUiea, 23. Imprimé le 15 man 1899. 7 
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Soit ensuite a une quantité reelle positive et inférieure a Tunité. 
Nous considérerons, conjointement avec Tétoile -E^'^ , n autres étoiles JSjl*^ 
(;t£= 1 , 2,...,n) obtenues en rempla9ant p successivement par 

(4) P^ = a^/>. 

On voit que ^;"> est situé a rintérieur de ^^"li (;t£= i ,2,...,w;^{j"> = jE;(">). 

Soit maintenant @ une étoile quelconque et soit X un domaine fini 
situé a rintérieur de 6, on pourra toujours trouver une étoile finie E 
concentrique a 6, située toute entiére a Tintérieur de 6, et qui renferme 
a son intérieur tout le domaine X. 

En effet, soit X' Tétoile concentrique å 6 et circonscrite a X. Cest 
ainsi que nous désignerons une étoile formée de la maniére suivante: 
Si du point a on niéne un vecteur quelconque et si Ton désigne par R 
la limite supérieure des distances de a aux points de ce vecteur qui 
appartiennent au domaine X, tous les points du vecteur dont la distance 
a a est inférieure ou égale a 22 appartiendront ä X\ tandis que ceux 
dont la distance ä a est supérieure a 22 n*y appartiendront pas. 

Il est evident que Tétoile X est finie lorsque ledomaine X est fini. 

Il est de méme facile de voir que Tétoile X' est située a Fintérieur 
de Tétoile @ si tel est le cas pour le domaine X. £n efifet, soit d une 
quantité positive assez petitc pour que öiTentourage d^ d'un point quel- 
conque de X fasse partie de 6. Considérons un point quelconque de X', 
soit Xj et soit r la distance de a ä o;. Comme précédemment soit B 
la portion appartenant ä X', du vecteur issu de a et passant par x, 
Puisque le point a Textrémité de ce vecteur est sur la frontiére de X, 
son entourage d fera partie de 6, et par conséquent, pulsljue 6 est une 

étoile dont le centre est en a, Tentourage j^å de x fera partie de 6. Soit 

Ä la limite supérieure des 22 et soit k une quantité positive fixée d'une 

k . 

maniére quelconque, on pourra a forliori dire que Tentourage s-^ du point 



' Un domaiDC fini X est dit situé h rintérieur d'un autrc domaine X' b\\ existe 
une quantité positive r tclle que, x étant un point quelconque appartenant k X, tous les 
points aj' pour lesqucls \x' — «|<r appartiennent & X'; ce qu'on ezprime parfois en 
disant que cTentourage r» de x appartiont å X'. 
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X falt partie de S, des que r, la distance de a ä Xj n'est pas inférieure ä k. 
Fixons maintenanty cc qui est toujours possible, k de telle maniére qu'un 
cercle décrit du point a comrae centre, avec le rayon 



K'+^)=*+y*' 



fasse partie de 6. Alors Tentourage ff==-^d du point x fera partie de 

G, inéme si r est inférieur a Ä, et il en sera de méme, par conséquent, 
pour toutes les positions du point x a Tintérieur de X\ Donc X' est, 
comme nous ravons dit, situé ä Tintérieur de 6. 

Soit maintenant E Tétoile X' agrandie dans la proportion de ä ä 

cR + -^. L'étoile E sera située toute entiére a Tintérieur de 6 et de 

2 

son c6té renferraera le domaine X a son intérieur. 

Nous pouvons aller plus loin encore. Il est toujours possible de 
trouver un nombre entier n sufiTisamment grand pour que X soit situé 
ä rintérieur de E^""^ des que n>^n. En efifet, désignons par d la limite 
inférieure des distances entré un point ä Tintérieur de E et un point sur 
la frontiére de X; d sera une quantité reelle et supérieure a zéro. De 
plus soit SI le rayon d'un cercle ayant pour centre le point a et qui 

renferine tout le domaine X. Il suffit de prendre n plus grand que -j- 

pour étre siir que tout le domaine X sera situé a Tintérieur de E^""^ des 
que n>^n. 

Ayant choisi un nombre n qui vérifie cette condition, on pourra 
encore choisi r a en sorte que non seulement -E^*^ mals encore -E^^**^ ren- 
ferrae a son intérieur tout le domaine X. En réalité, si nous faisons 
dépendre a de n de telle sorte que a" converge vers Tunité quand n 
crolt indéfiniment, il arrivera toujours, ä partir d'une certaine valeur de 
n, que -E;"^ renfermera a son intérieur le domaine X. 

Ces préliminaires poses, nous supposerons que X est un domaine fini 
quelconque, situé a Tintérieur de Tétoile A appartenant, au sens défini 
ci-dessus, aux elements 

F{a) , F\a) , F^'\a) , . . . . 
Cest par rapport a cette étoile A que nous formerons aussi bien 



52 Q. MittagLeffler. 

Tétoile finie E qui renfenne a son intérieur le domaine X et qui est située 
elle-méme a Tintérieur de A^ que Tétoile -E^"^ et les n étoiles adjointes 

Fentier n étant choisi arbitrairement. 

Nous supposerons que n soit choisi suffisamment grand pour que 
E^J^^ renferme a son intérieur le domaine X. 

A rintérieur et sur la frontiére de E la limite supérieure des valeurs 
FA{x)\ sera une quantité finie que nous désignerons par g. 

Pour simplifier les formules suivantes, nous conviendrons d'écrire 

f au lieu de 



y 

n 



f au lieu de a + fx 



n 



Nous ferons encore cette convention que dans nos formules F^^\x) 

signifiera — , 

Soit maintenant x un point du domaine X. Fixons le vecteur issu 
du point a qui passera par Xy ainsi que la quantité positive p corres- 
pondant a ce vecteur, de la maniére indiquée a la fin de la page 49. 
Si maintenant z satisfait a la condition 

(5) l^-f.-il</>, 

z sera situé ä Tintérieur de Ej ou sur sa frontiére, et Ton aura 

(6) FA{z) = £ ji. F^'^\en-r){z - f„..0^ 

Par conséquent, en vertu d'un théoréme connu, développé par Weier- 
strass dans son mémoire de 1841 Zur Theorie der Potenzreihetij ^ on aura 



(7) 



f-F<^''(e,-0 



<ffP 



-»I 



Le point x appartenaut au domaine X appartiendra en méme temps 

_^ . * 

* Werke, Bd. I, pago 67. 
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a E^i\ et on aura |f| <iOp ou p^ est défini par la formule (4). Par 
conséqucnt 



(8) 



YF'''K^,-,)e'\<g{^y' = ga'' 



Si X appartient a Tétoile E[*\ et si z et z^ sont choisis conformé- 
ment aux conditions 

(9) , , 

\^-^i\<P—Pi^ 

la distance de z au point ^„_,y sltué sur le vecteur allant de a a rr, 
est au plus égale k p^ et z appartient, par conséquent, ä Vintérieur ou 
a la frontiére de E. On aura donc pour toutes les valeurs z qui 
satisfont a la condition (9) 



(10) 



^'^(^) = ÉiT^''W-(^-^.)'' 



.-.,^ 



et, par conséquent, en vertu du théoréine de Weierstkass on aura 



00 



fF<^.)(.,) 



<9{p — px) 



-h 



Multipliant par | («, — ^,_j)*' I ^ /^i' > **" obtient immédiatement 



(12) 
Or on a 

(13) 



i-F<^.>(.j(.. _^._,y.| < ,(-A_)^'= ,(j4-)\ 



i,-0 1-1 



et, par conséquent, 

Appliquant encore une fois le théoréme de Weierstrass nous ob- 
tenons, en vertu de (12) et (14) 

T - I / i» \ ^i 

(15) 



n^F^^'-^^\^.-,) <i7(7^) V*-^^'- 
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Le point x étant situé non sculctncnt a rintéricur de E^i^ mais 
encore a rintérieur de E^^^ on trouve que f = 
valeur absolue a />,, et on aura 



X — a 



n 



est infériéur en 



_L_2?'«».+A,,(^_^_^)^>.4A. I < ^^_^y',A.+».. 



(I6) 



En continuant de la sorte^ nous aurons finalement a considérer une 
suite de variables z^^i , ;?„., j . . . z^ ^ z assujetties aux eonditions 



(17) 



I ^»-a — ^»-1 1 < P»-i — Ph-i > 



kl— ^« I £ A— /Oj» 

Il est evident que les valeurs admissibles de toutes ces variables 
appartiennent toutes ä Tintérieur ou a la frontiére du domaine E. 
Nous obtiendrons successivement 



A,-0 l_L 



<9'{P—P^) 



-a, 






_L A,=o 1-1 1-1 



»)».+>, 



L^i?a.+i,)(^j 



;,|;. 



<<7a''(/>, —/>,)-*''+*'' 



' 2?a.+A.)(^J(^^_^j>.+», 



^. M. 



<5'a*'.o*''''^ 
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(1 8) 



_L_ ^'»■+^'(.,)(r, - Z^Y'^"^ = 52 nrn^ F<'.+^^^-> (..).(;», -;J.y'+^+^. 






/, \-(^l + ^+*.> 



I I ^ ' • * ' * — ^ 



<^a^i.a^»+^...a^»+^«+-+^«(/>^., — yt)^_,) 



^ \-(A, + A,+ ...+A«_i) 



I I t * ' • * — 



JHi.+».+...+A.O(^^_,)(^^_^_o) 



— iiyi+A,+...+A«_i 



< ^a^» . a*»"*"^ . . . a^»'^^"*'-"*'^— (— ^ ) 



Ai + Aj4-...+Ä»_i 



I ^j • • • ^* — 1 



/»\A| + A,+ ... + Aii-i 



=r 



A«-olil.lA--*|i!! 



2r(A, + A,+... + A.)/^\ /^ ^ ^\Ai + A,+ ... + A. 



i I s * * * I * 



2^^! + it+ ..+'>•)( a \ 



<<7«*'a*'+^...a*'+^+-+'-Y-j-^) 



Ai + At+ ... + A»—i 



-(A, + A,+ ...4A.) 
Pn-\ 



et enfin, o? appartenant ä Ei"\ 



(19) 



A I I A^ • • • I Af 



2r<^i+^2+-+^«) (a Yf^»"*"^"*" ••■*"*" 



/ « \A, + A,f... + A_i 



La condition (5) étant remplie si Ton fait jsr = of, on tire de (6) 



flii 



(20) 



^^(^)=rTT^'''(^-')^''+^. 
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^. = É rf i^'^^'Xf.-.)e^ 



A,-rm, + l |_i 



On aura donc, a cause de (8), 



(") 



ö*"i+" 



U.l<^ 1. «*' = i/7^ 



Ai-IRi + l 



De méme, les conditions (9) étant remplies en faisant Zi = f.._i , ;» = ;?,, 
on aura, en sommant dans (14) par rapport ä Å^ depuis o jusqu'ä m^. 



011 



3 



Ml 00 



(24) 



^.=£ £ 17^ i^**'-^^(^.-,)f ^'-^^ 



A|-0 Ä,-«,+ l lA il 



On aura, par conséquenty en vertu de (16) 



(25) 






»I 






a 



On démontrera de la méme maniére les formules suivantes 



•»I Mj «t« 



(26) FA(x) = V y . . . V ,, ,, ' ,, .2?'<^.-^^^--^^> (a). f^^=^) 



— a,\ ^i + ^t+»" + Ai 



OU 



(27) 



+ ^1 + ^2 + • • • + ^M + • . . + e, 



< (7 . . . . 



^A5^ff 



I — a I — a 

I I — 



a" 



a^ 



— 1 



I — 



I — a 
"1^ 



><(^-(-^) A^-(^ j-r-(^ jr^« 
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La derniére formule pourra 8'écrire 



/I — a\ "•w+^ 






qIHi-^I Q^f^"^ ^Wi + w^+B»» ^•''i+*'»j+...+in„ 



'ili / i—a\ I — « (I— «)"" (I— a)"*» (I —a)-"/»-! 



nO-i=^^) 



Nous avons fait la supposition sui vante au sujet de a: c est une 
quantité positive plus petite que Tunité, indépendante de o;, de a et 
des constantes (i) mais qui dépend du nombre n, et cela de telle sorte 
que a" tende indéfiniment vers Tunité en méme temps que le nombre n 
croit indéfiniment. 

Faisons maintenant 



gf nto(n) 



(29) a = c 

oii Q){n) est une quantité positive qui dépend de n de telle sorte que 



lim a){n) = cx). 



On aura 



flaOO 



(30) I — a < 



wöi(n) 



des que n devient suffisamment gr^nd, et de méme 



«-* = ^""'("^ < e«(") pour A = 2 , 3 , . . . , w 



Par conséquent, 



I — a «"<"> 
a^ =^ na){n) 



et 



< 



i-a= _L 



— gii(co) 

«* I 



Aeta mathematica. 2:i. Iiiiprimé le IS octohre IHV.K 8 
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et enfin 



O. Miitag-Leffler. 







— fl 



oii pour n infini la limite du second membre est Tunité. Puisque 



n(-(^r) 



<I, 



on voit que si k est une quantité reelle quelconque supérieure ä Tunité 
on aura pour n suffisamment grand 



(31) 



^oii+l (2"*^'^'''* ^Wi-f *»4^"''*s |n«»i+*>4+...+ 



le \ <:ak —— . . " " ' ' ^ 

Au moyen de cette formule on reconnait immédiatement, puisque 



(32) 



^<na,(n). 



qu'en faisant 



(33) 



w, > 2na}{n) \ogn(o{n), 

m^>^m^.na}{n) log nai(n), 

f», + W3 >^Wj.wai(n) log nöi(w), 



m^ + Wj + . .. + m,,_3 + wj,, > m^,_, .nai(n) logwcw (w), 



w?, + wij + ... + w„_, + w^ > w,_i .Wtt>(n) logWö)(n), 



on aura 



(34) 



U.l<5'.*.:;^; A*=i.2,...,n 
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ety que par conséquent, 

(35) l^i+^2 + --- + ^«l</7-*-^- 

Si on fait dépendre les entiers m, , m^ , . . . , w„ de n d*une maniére 
déterrainée de telle sorte que les inégalités (33) soient vérifiées, au moins 
pour les grandes valeurs de n, Texpression 



mi m^ mm . . 

(36) 9.{^) = £ I . . . £ u|/ |, .F^^'-^^-^--^^-V)(^l 



qui a la forme 

(37) Y.é^F^\a)\x-ay 

oii les coefFicients &^^ sont des nombres rationnels qui dépendent seule- 
ment de w et de y, aura la propriété tres remarquable que voici: 
Si A est rétoile qui appartlent aux elements 

F(o),F'(a),F<'>(a),..., 



Sl 



i X est un doinaine quelconque situé a Tintérieur de ^ et si ö* est 

une quantité positive donnée, on pourra trouver un nombre n tel que 

Tinégalité 

\FA{x)-9,{x)\<iT 

soit satisfaite pour tous les x qui appartiennent a X, pourvu que n soit 
supérieur a n. 

Nous pouvons résumer au moyen du théoréme suivant le resultat 
que nous avons obtenu: 

Théoréme 1. Désignons par A rétoile appartenant aux Uénvents 

F{a),F'{a),F^'\a),... 

et par FA{x) la branche fonctionndle correspondante qui appartient ä ces 
mémes elements, et soit X un domaine fini quelconque å Vintérieur de A et 
a une quantité positive aussi petite que Von voudra. 



Å. ;, 
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// est toujaurs possible de trouver un nombre entier n tdy que la diffé- 
rence entré FA{x) et le polynöme 

(38) ff,{x) = T&:'F^'\a){x-ar 

soitj des que n sur passé w, inférieure å a en valeur ahsolue pour toutes les 
valeurs de x appartenant au domaine X. 

Les coefficients é*^ peuvent étre choisis å priori et sont absolument 
indépendants de a , de F{a) , F^^\a) , F^^\a) y ... et de x. 

De Texpression (36) on tire pour les ci"^ la formule 

oii A, , Aj , . . . , A„ parcourent tous les entiers positifs, le nombre zéro y 
compris, qui verifient les conditions 

A, +A, + ... + A, = p, 

oii fWj , w, , . . . , tw„ sont des entiers positifs dépendant de n. 

La dépendance des nombres Wj , tw, , . . . , tw^ du nombre n peut étre 
fixée d'une infinité de maniéres différentes. Il faudra seulement la choisir 
telle que Tinégalité (35) soit vérifiée. 

Nous avons vu que Tinégalité (35) a lieu des que les m^ ,m,,...,tw, 
sont choisis de maniére a vérifier les inégalités (33). 

Ces inégalités subsistent pour des valeurs su£Fisamment grandes de 
n si Ton pose 

(40) tw^ = n'^; /I = I , 2 , . . . , w. 

En choisissant cette détermination pour les m^, le polynöme ffni^) 
prend la forme tres simple 

La forme (39) que nous avons obtenue pour les c^"^ est loin d'étre la 
seule possible. Il y a au contraire un nombre indéfini d'autres formes 
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qui répondent a des conditions spéciales. Il y a lieu de considérer 
entr^autres pour les cj"^ des expressions qui sont fonnées a Taide des 
deux celebres transcendaiites e et n. ^ 

Il est maintenant facile d'obtenir le théoréme que nous avons rais 
en tete de ce travail. 

En effet, posons 



(42) 



On a 



(43) 



G,{x)=^g,{x) = F{a), 

ö'm(^) = oM —fffl-ii^h M= 1 , 2 , . . . , 00. 



/t=0 



Par conséquent, x étant un point quelconque a Tintérieur de -4, et 
a étant une quantité positive aussi petite que Ton voudra, on aura en 
choisissant n sufiisamment grand, 



(44)1 



FA{x)—TG,{x) 



/t = 



<(T. 



L'égalité 



00 



(45) 



FA(x)= TGJx) 



a donc lieu pour chaque point a 1'intérieur de A. 
La serie 



(46) 






est uniformément convergente pour chaque domaine a Tintérieur de A, 
En effet pour un tel domaine on a en méme temps 



(47) 



FA{x)-Y.G,{x) 
FA{x)-TG,{x) 



< (7, le nombre n étant suffisamnient grand 

< ffj le nombre m étant un nombre entier 

positif quelconque 



^ De telles expressions ont été étudiées dans los deux notcs déjå citées: Om en ge- 
neralisering af potensserien et Gm den analytiska framställningen af en allmän monogen 
funktion^ Tredje meddelandet. 
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et, par conséquent, 



(48) 



fi+m 



5: G,{x) 



< 2a. 



N0U8 avons donc obtenu le théoréme suivant: 

Théoréme 2. Désignofis par A Vétoile qui appartient aux élénients 

F{a) , F'{a) , F^^{a) , . . . 

et par FA{x) la branche fonctionnelle correspondante qui appartient a ces 
ménies elements. 

Gette branche FA{x) pourra toujours étre représentée par une serie 

(46) iG,{x) 

ou les Gj,{x) sont des polynömes de la forme 

G,{x) = 'LiVF''\a).{x — ay, 

chaque coeffteient cjf*^ étant un nombre rationnd déterminé qui ne dépend 
que de p et de fi. 
La serie 

est convergente pour cliaque valeur de x å Vintérieur de A et dle est uni- 
forménient convergente pour chaque domaine ä Vintérieur de A. 
On aura partout ä Vintérieur de A 

T.G^{x) = \\mg^{x) 

^^ gn{^) désigne le ménie polynöme que dans le théoréme 1. 
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SUR LES PRINCIPES DE LA MÉCANIQUE. 

Extrait d*une lettre adressée ä l'éditeur 

PAE 

LEO KÖNIGSBERGER 

å HEIDELBERG. 

[Traduit de rallemand par L. Laugel.] 

Ce n'est qu'aujourcl'hui, ä mon r^tour d'un assez long voyage d'agré- 
ment, que je puis donner suite aux demandes amicales, que vous m'avez 
faites verbalement et par écrit, de vous communiquer les resultats essentiels 
des recherches que j'ai entreprises Tan dernier sur les principes de la 
mécanique. Je vais essayer, bien qu^assez rapidement, de mettre en 
évidence quelques points qui pourront peut-étre inspirer en general de 
Tintérét. 

Uétablissement de la loi de Weber sur Vaction entré points matériels 
électrisés avait exigé Tintroduction de forces qui dépendent non seule- 
ment de la situation des points mais encore de leurs vitesses et de leurs 
accelerations, et Kibchhoff, Hertz et autres ont a mainte reprise admis 
la possibilité de forces, définies par des fonctions des coordonnées et de 
leurs dérivées d'ordre quelconque prises par rapport au temps. Cest 
principalement la loi de Weber qui, dans Tétude du potentiel cinétique, 
défini par Texpression H = — T — Z7, ou T désigne la force vi ve de la 
matiére pondérable et U la fonction des forces — ces möts pris dans 
leur sens habituel en mécanique — a conduit C. Neumann a soulever 
la question de savoir comment doit étre formé TJ au moyen des coor- 
données et de leurs dérivées premiéres, quand on admet que le principe 
de Hamilton reste valable. Une méthodé de nature essentielleinent 
différente et d'une portée tres grande en principe, est cclle, introduite 
en mécanique par Helmholtz, du traitement du potentiel cinétique comme 
fonction des coordonnées et de leurs dérivées premiéres, méthode qui ne 

Aola mathématiea. 23. Iinprimé le 18 octobre 1899. 
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met pas immédiatement en évidence une separation de Ténergie actuelle 
et de Ténergie potentielle, mais qui détermine d'une maniére univoque 
la quantité d'énergie de Tensemble du systéme, et qui fournit encore la 
fonction fondainentale qui a été Torigine des développements de la théorie 
des mouvements cachés établie par Helmholtz et reprise par Hertz. 

Si Ton examine avec un peu plus d'attention les considérations ex- 
posées par C. Neumann, on est tres rapidement conduit ä des resultats 
beaucoup plus généraux, qui révélent la source propre des théorémes 
antérieurs, et qui de plus permettent aussi d'étendre les recherches de 
Helmholtz ä des forces appartenant ä des potentiels cinétiques qui dé- 
pendent de dérivées d'ordre quelconque. 

Apres avoir, pour une fonction 

oii X y y y z j . . . dépendent de ty développé la relation 

dR^p^ _ p(p—i).,.(p — Å+ i)dmp-^' 
aaj(A) ~ 1 . 2 . . . >l dx 

et ridentité 

dx dt dx' "^ dt^ dx" + • • • + V ^) dfp ^^ip) — o» 
que Ton en tire, on obtient, pour chaque fonction 

oii B, , iJ, , . . . sont des fonctions de t et des fi grandeurs Pi»Pj> ••• »p^» 
qui elles-mémes doivent encore étre regardées coiume fonctions de t, la 
relation 

9p, dt dp: ■•■ dt* dp'.' • • • + v ^) dl' 9p^;> 
~ \dR, dt 9R[ "^ dt' dR',' • • • + V ^) dt' a jjw / 9p. 
"•" \iR, dt 9R: "'" dt° dR',' • • • + v ^) dt' 3R(/> )ip,' 

+ 

sur laqnelle repo.^ent les reclierehcs qui suivont. 
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Supposons maintenant que n points d'uii systéme ayant pour coor- 
données x^ , y^ , z^ , . , . ^ x„ ^ y^ ^ z^ soient souinis aux conditions restrictives 
exprimées par les m équations linéaires homogénes par rapport aux dé- 
placements virtuels 



+ /a«öX + 9^ln^n + (pXn^^n = O, 



(Ä^l, a, ..,, in) 



et que, H désignant une fonction donnée de <, des 3^ coordonnées et de 
leurs dérivéea prises par rapport au temps jusqu^a Tordre v, les variables 
soient pendant le cours du teraps tj variable indépendante, soumises au 
principe de d'Alembert généralisé; on aura: 



S 






åxi 






atf d^H t(_ w*'" 3/^ 



jR* 



^t 



n 



atf ddH f .,d' dH ^ 



dzk 



34 



oX = o, 



oti (2ifc , iJjb , Sk sont des fonctions données du temps et des coordonnées, 
et ou Hj par analogie avec la mécanique, peut étre nommé le potetitiel 
cinétique. D'ou sensuit aisément la premiére forme des équations de La- 
grange généralisées 



~dtdx', + ••• + (— ^^^dv'^y'>~^^' "^ ^' f'' + ^2 A* + . • . + ^« Lk - o, 



^Xk 



dxk 



dH d dH , . d^ dH T) I ^ I ^ I I ^ 

"rfiäZ"^ ••• + (— O ^^^v--^— '5ib+^^U + ^^2ifc + ... + K^mk = 0, 



dzt 



dzk 



tandis que le théoréme auxiliaire précité fournity sous Vhypothése de Vinte- 

Äota mathtmatioa. 23. Imprimé le 20 octobre 1899. 9 
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grdbilité des précédentes équations aux variations^ la seconde foime des équa- 
tions de Lagrange généralisées 



dH d dH d'' dll ^ 

r:^-? 4- . . . + ( — lY-T7.. — —. 4- P. = O (i = i,2 fl) 

3/ 



;, r7fa;>; + ••• + ( '^^ dt^ ^^,^;^ '^ 



ou Von a pose 









Maintenant nous pouvons donner une autre interpretation a ces équa- 
tions. On nommera adjointe ä une fonction 

oii t-j , r^ , . . . , r^ dépendent d'une varlable <, une autre fonction fionnée 

au moyen de r , — ,—,... , — ;^ et de leurs denvees prises par rapport 

ä t jusqu'a un ordre quelconque, quand celle-ci lors de la transformation 
des variables rj , r^ , . . . , r^ en /x autres jPi , p, , . . . , p,*, jouit de la pro- 

priété que ladite fonction, formée au moyen de p,^ — , — ; , . . . , — 7r% et 

de leurs dérivées totales, est égale a la som me des projections des fonc- 
tions /", qui appartiennent ä r^ , r, , . . . , r^ prises sur la direction de jp,, 
et par conséquent vérifie Téquation 

/ , dF d^dF dF^ d^dF^ dF d dF \ 

_^J / dF ddF dF d_dF dF d dF \ ar, 

-2l/(^n.n,-.-3— , -dtd7,'"''d7,'Jtd7,''"' ^/^^' dt^^''")dis' 



en sorte que 



ar d^aT aT d ar dT ddT 

dXi dtdXi^ dlfi didy'i^ ^^i dtdZi 



sont fonctions adjointes de la force vive. 

Maintenant si Ton souléve en outre la question de savoir quelles sont 
toutes les fonctions adjointes, appartefiant å chaque fonction F que/conque et 
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valdbles pour chaque choix arbftraire des träns formations, <m reconnait quil 
existe toujours v ■{■ i et seulement v + i fonctions adjointes de la fortne 

9F , , , <i 3J (v — /t + 2)(i/ — >t -t: I) d« 3f 

3^.-A) — (" ^ + ^ ) d< ar(>-^+i> "•" 1.2 di' 3,<"-A+« • • • 

+ ^- ') TiTTTT d?^) ' **■"•*•* ' 

et, si Ton nomme, d'une maniére tout ä fait générale, F désignant le 
potentiel cinétique H — par analogie avec le moment de mouvement, in- 

troduit par Helmholtz, — 7 , quand K ne dépend que des dérivées premiéres 

— les v expressions 









+ ( — iV ^ z TT— r^» a-0.1»» »'-D 



Zö5 moments de mouvement, et cette expression pour X = u la force, on 
voit alors que la force — abstraction faite des moments — est Vunique 
foncfion adjointe, appartenant å chaque potentiel cinétique dépendant des coor- 
données et de leurs dérivées d'ordre quelconquCj qui existe pour des conditions 
restrictives arbkraires imposées au systéme libre; en méme teinps les équations 
de Lagrange sous leur seconde forme peuvent étre remplacées par le 
simple énoncé suivant: La force agissant sur la coordonnée p, pendant le 
mouvement est égde ä la somme des prq/ections des forces agissant sur le 
systéme libre sur la direction de p,. 

La question suivante qui se présente alors est relativa a la valabilité 
des prinoipes de la mécanique pour la definition généralisée de force et 
pour les équations de Lagrange géncralisées. On voit d'abord immédiate- 
ment que dans le cas ou le potentiel cinétique H dépend d^une maniére toute 
générale des coordonnées et de leurs dérivées jusqu\i Vordre u indus, le prin- 
cipe de HamUton, représenté par Véquation 

d i {H-^^P,p^dt = o 
est équivalent ä la seconde forme des équations de Lagrange généralisées; 
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et on voit ensuite, quand le potentiel cinétique ne renferme pas 

explicitement le temps t et que la quantité d'énergie E du systéme est 
définie par Vexpression 



E = H—^p: 






Si»;' 

1 


9pi' 


d 9H 

dt 9p:" + • 


•• + (- 




1 


aff 

3p» 









gMC te principe généralisé de la conservation de la force vive prend la forme 

E + £ fp.p:dt = h, 

1 ^ 

expression d'oti Ton déduit immédiatement le principe de la force vive 
pour la loi de Weber, tel que Ta développé C. Neumann. 

Relativement aux relations entré la quantité d'énergie et le potentiel 
cinétique je ne ferai ressortir ici que ce point: Lorsque H ne dépend que 
des coordonnées et de leurs dérivées premiéres, la quantité dénergie d^un 
systéme détermine le potentiel cinétique å une fonction prés linéaire par rapport 
aux dérivées premiéres des coordonnées; je citerai seulement la question 
qui se présente relativement ä la fonne des expressions du potentiel 
cinétique et des valeurs correspondantes de la quantité d'énergie dans un 
méme probléme. 

Pour reconnaitre 1'exactitude des principes inécaniques généralisés il 
faut étudier d'abord le principe de Gauss de la moindre contrainte, 
qui fournit le mouvement invariable du systéme, lequel sous Fhypothése 
de la conservation de la force vive exige le principe fondamental de 
Hertz énoncant que le systéme dolt suivre avec une vitesse restant la 
méme une de ses trajectoires les plus rectilignes, et, pour le principe de 
Gauss de la moindre contrainte généralisé^ qui est équivalent aux équations 
de Lagrange généralisées, jobtiens ce théoréme que la somme 
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J^=S^- 



1 



aff ddH 



dXk dt dXk 



T,ir: + --- + (-OV, 



d' aff 



34"' 



di' 34" 



Qk 






3'g 

3y* 






3yt ti' 3y* 



df^yi^ 



— B. 






3 'g 



aH_ji^£ff ._ ■„ d" ag 



Ä 



prend une valeur minimum, pour les valeurs, comprises parmi toutes les valeurs 
de 4*",yf\4*", — les valeurs 



,f ..f ^f 



^k ^ l/k 9 ^k J ^k J I/k J ^k 1 • " J ^k . ^Vk J ^k 

étant conservées — , qui satisfont aux équations du mouvement de LagrangCy 

lorsqtie les quantités 

a^ff a^ff aVff 

dXk dyk d^k 

sont toutes negatives, et que les conditions données pour les coordonnées sont 
conservées pour les systémes de valeurs comparés. 

Le développernent du principe de la moindre action généralisé rend 
iiécessaire la separation de la forme de Lagrange et de la fonne de Jacobi, 
et jobtiens la forme la plus générale de ce principe exprimée par Véquation 






d dH 



dtdps 



fj —f" • • • 









dt 



t t 



+ (-i) 



,.., d'-' ag 



dt' 



-ag\. 



+ 



ag 



:^p 



// 



... + (-i) 
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ou Ton suppose que J? ne contient pas explicitement le temps /, éqaation 
quiy dans le cas ou le potentiel einétique ne renferme que les dérivées 

premiéreg deg coordonnées, et oii par congéquent E=h — i S^P^dp^j se 

transforme en 

et qui dans le cas ou H désigne la fonction caractéristique de Hamilton, 
fournit le principe de la moindre action. 

Il est alors fiacile de trouver la source des théorémes qui, dans la 
mécanique habituelle définissent les deux principes qui restent encore; 
d'abord comme principe généralisé de la conservation des aires Von a ce 
théoréme: Lorsque le potentiel einétique a la forme 

ou w et ii sont des fonctions quelconques des grandeurs etdre parenthése et 
de Zj , ^, , . . . , ^,, et ou B^ , Ä, , . . . désignent des fonctions de t , x^ , . . . , a:., 
y, , . . . , y, pour lesqudles on a 

et lorsquen outre les forces extérieures aussi bien que les fonctions f^j, , cr^, 
^^, qui définissent les contraintes du systémCy satis font aux conditions 

'^d/tQk — ^k Rk) = o et 2 (yt^M — ^k ^^k) = o, 

I 1 

on ohtient alors comme intégrdle des équations du mouvement Véquation 
différentidle du (av— i)*"* ordre 



*S(-0'S(-o^ 




!fk .Ur—l—\ - <rl •''* 



1 1 



* J<^-^-'axr * dt^-'-'-dyX^ 



= C, 
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qui pour le potentiel habituel se transforme en le théöréme connu des 
aires, et qui peut aussi étre aisément étendu au cas ou dans le potentiel 
cinétique Ténergie actuelle et Ténergie potentielle ne sont pas encore 
séparées. Enfin nous obtenons le principe de la conservation du mouvement 
du centre de gravitéy étendu ä des potentiels cinétiques arbitraires sous la forme 
suivante: 

Lorsque le potentiel cinétique a la forme 

et que w est une fonction linéaire des arguments x^p^ + i/p^ + /p^ å coeffi- 
cients constants a^^, entré les grandeurs 

2{airX, + a^,x^ + . . . + a^,x„) = A,j 2{a,,y^ + a,,y, + . . . + a^rVf) = ^r, 

2{atrZi + «„,«, + ... + a„e„) = C\ 

ont lieu des relations 

n 

Ä, — A[' + A'r _... + (— 1)^';^' — 5 <>, = o, 

1 

n 

I 
n 

Co- c[' + 6V" — ... + (— i)" (?.">— 2 ^* = o; 

1 

pour »1^ = — '^•, a„ = —y' ,...,«,, = — y, A, = — MA, B^= — MB, 

C^ = — MC, les équations différentiélles du mouvement du centre de gravité 
sont 

M{-A + A" — ... + (-irA'"-']—^Q,^o, 

1 

n 

M[— B + B" — . . . + (— O^-JB*"»}— 5 JBt = o, 

1 

n 

M[—c+c"—... + {— lya'"] — 5 6'i = o, 
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et par conséquent 



M 

est le potentiel cinétiqtie du mouvement du centre de gravité^ lorsque la mosse 

n 

totale est concentrée en ce point et que les composantes de la force ^ Qj^, 

i 

^ B^ , y^Si^ agissent sur le point. 

Apres avoir établi les principes généralisés de la mécanique je me 
suis appliqué ä une recherche purement analytique, afin de voir jusqu'a 
quel point sont lies a la forme que donne par hypothése Helmholtz au 
potentiel cinétique, les théorémes, énoncés dans son celebre travail die 
physikalische Bedeutung des Princips der kleinsten Wirhung^ sur la relation 
entré les forces P, d^une part, telles qu'elles sont données par les équa- 
tions de Lagrange comme fonctions des coordonnées et de leur dérivées, 
et entré les accelerations, les vitesses et les coordonnées d'autre part. 
Dans Thypothése d'une composition arbitraire du potentiel cinétique, lors- 
que les dérivées s'étendent jusqu'a Tordre p, j^obtiens les relations suivantes 
tout å fait analogues 



3P. 



dP. 



H 



(2v) 



3P, 






9p 



'fer, = (-ir2 



9*H 



a'tf 



(«),,>-i) 



dp, 'dl 






3P, 



- (Jv-i) ' a«'''-" 
dpa of. 



d dP. d dP„ 



JP, 

ipT-'' 



dP, 



aj> 



(2y— 2) 



dt ap*;-» 

2v I d 

2 dt 



aP. 



dt dp^r ' 
3P. 



-% (2v— 1) 



dp 



(2V-1) 



etc. et enfin 



dPs dP. 



dPc dPs 




dH 

3 — 



+ 
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apres avoir ainsi démontré que les théorémes de Helmholtz, dont il a 
donné d^importantes interpretations en Physique et en Mécanique, nont rien 
ä faire avec le caractére que posséde le potentiel cinétique de dépendre 
seulement des dérivées premiéres des coordonnées, je puis aborder la demon- 
stration du théorérae relatif au potentiel cinétique restreint, énoncé par lui 
sans preuve, et qui repose, ainsi qu'il le fait ressortir, sur la théorie des 
fonctions potentielles dans un espace a trois dimensions, théoreme d^aprés 
lequel, lorsque les expressions de la force P, satisfont aux équations de 
condition, il existe toujours un potentiel cinétique, au moyen duquel les 
forces peuvent s'exprimer sous la forme de Lagrange. En vue de simplifier 
Texposition j'ai développé cette demonstration seulement pour des po- 
tentiels cinétiques au sens de Helmholtz et pour deux coordonnées indé- 
pendantes, mais on peut par la méme voie en établir la légitimité pour 
des potentiels cinétiques de forme toute générale. En employant les 
relations précédentes entré F^ et les coordonnées, vitesses, etc, Ténoncé 
relatif a Texistence d'un potentiel cinétique peut étre exprimé comme il 
suit: Lorsque les expi'essions I\ sont des fonctions de jPi , p^^pl , jpj,l>l', pj', 
linéaires par rapport aux dérivées secondes des coordonnées^ tslles que les 
trois équations de condition 






aP, dP, 



^Pa dp. 



soient satisfaiteSy il existe toujours une fonction Hy ne renfermafU pas t, des 
grandeurs P\ j p^ j P\ j p^t ?^* vérifie les deux équations différenUelles 

^B d^dH p aff d^aff 

1 ~ ä^, "^ dtdp[' « ~ ap, "^ dtdp\' 

La demonstration du théoreme peut étre effectuée en mettant P, 
sous la forme 

et en tirant des équations de conditions ci-dessus les relations entré les 
dérivées des foncftions /i, , fu ^ fx,j a Taide desquelles Ton integrera les équa- 
tions de Lagrange précédentes regardées comme équations aux dérivées 
partielles en //, et de la sorte Ton pourra établir, non seulement lexistence 
du potentiel cinétique, mais encore sa forme. 

Aela mathériMtiea. 23. Imprimé le 30 ootobre 1899. 10 
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A cette rcchr;rche <w* rattachr; la question des transformations ana- 
JytiqufjH du pr)tentiftl cinétique. Dan» son travail déja cité Helinholtz 
a fait rf?fwortir deux cas d^cquations du mouvement oii se présente une 
dirninution dans le nornbro des coordonnées, et cela non comme d'ha- 
bitude parceque la libert^ du mouvement du systéme est soumis a des 
njHtrirrtion», qui sV^xpriment par des équations entré les coordonnées, mais 
plutAt a cause de la propriété spéciale du potentiel cinétique et a cause 
de la riature des équations du mouvement de I^grange. L'hypothése, que 
le potentiel cinétique // = — T — U wq renferme pas p^ y p^f . - - , Pp et 
que les forces ext/jrieures correspondantes s'évanouissent, permit a Helm- 
holtz de conclure, qu'en éliminant p\ 9 p^j - - - >> l^p entré les équations de 
liagrange c^>rrespondant^;s, les /i — /> = <t équations du mouvement restan tes 
prennent, quand on a pose p^^^ = p,, la forme 

(»11 

les {j;rand(»urs entro parenthoses désignant les valeurs que doivent prendre 
(•(»s grandeurs a])rés (|ue Ton a exécuté la substitution et Cj , . . . , r^ 
étimt (l(»s <!onstantes crintégration. Le potentiel cinétique ^ renferme ici 
aussi dos terines du premier degré par rapport aux vitesses, et ce cas, 
par une analogie donnée par la mécanique des corps pondérables, ainsi que 
crautrcH (!us aj)])art(»nant ii la physique oii le potentiel cinétique ren- 
ferme» aussi des termes linéaires par rapport aux vitesses, Helmholtz les 
noinme ras a mouiwmtmts rachés, cas sur lesquels lui aussi bien que Hertz 
ont odifié une belle et vasto théorie. Outre ce cas Helmholtz en fait 
ressortir (Mieon» un, qui permet d'effectuer une élimination, ä savoir ou 
les lorcM^s extérieures I\ , /\ j . .. , P^ sont continuellement nulles et oii 
duns le potentiel einéti(|ue les dérivéos premiéres des coordonnées j^j , p,, 
. . . , ;)^, ne S(» présentent au second degré que multipliées entr'elles; il 
montre (|ue bs équations du mouvement restantes prennent encore la 
forme de Lagrange et que le potentiel cinétique représente alors une 
ton(*tion nrbitrairement (»ompliquée des dérivées des coordonnées restantes, 
(»t il nomme (*e oas le prohJrme ifiromplet. 
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Ensuite j'attaque le probléme de l'élimination des coordonnées entré 
les équations du mouvement de Lagrange d'une maniére tout a fait 
générale en considérant ma forme généralisée de ces équations, mais, pour 
simplifier Texposition, je suppose encore que le potentiel cinétique ren- 
fenne seuleinent les dérivées preiniéres des coordonnées. Je trouve d'abord 
que la condition nécessaire et suffisante pour que les équations du mouvement 
de Lagrange correspondant aiix coordonnées p^j-'-,Pp soient des dérivées 
exactes, pri^es par rapport au temps, de fonctions de toutes les coordonnées et 
des dérivées premiéres de celles-ci^ ne ren fermant pas les coordonnées p^, ...^p^ 
elles-méiueSy est que le potentiel cinétique ait la forme 

Il = p[(5,+ ... + p;(5, + Pi / (^ ^'-Pi + . . . + l^-'^^'Pp) + • • • 

ou a est une fonction quélconque des grandeurs dans la parenthése et ou 
id^ j . . . , (öp désignent des fonctions quelc&nques de p^ , . . . , p^ ^ Pi » • • • > Pa> 
qui ne sont soumises quUli la seule condition 

Alors les a équations du mouvement ultérieures, lorsque des p premiéres^ qui 
prennent la forme 

— — 1 ^^ —h — —h 

Von tire les grandeurs p[, p\^ --jPp comme fonctions ^e p^, ..., p^ , pj, ..., p^, 
que Von opére les substitut ions, et que Von pose 

se träns förment de nouveau en la forme de Lagrange 

3p. ^ dt ap; ^' 
D'ou ce resultat: Dans le cas du potentiel cinétique dans la mécanique des 



\ 
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masses pondéi-ahles le cas du mouvement caclié considéré par HelmholtZj pour 
lequd le potentiel cinétlque doit étre indépendant de certaines des coordonnées, 
est le cas unique ou les équations de Lagrange correspondantes se transforment 
en dérivées exades prises par rapport au temps et oii — ce qui est dlors 
toujours le cas — on peut effectuer nne élmination des coordonnées telle 
que les équatiorts du mouvement résultantes prennent encore la forne de 
Lagrofnge. 

D'une maniére analogue j'étudie tous les cas, dans lesquels une serie 
d'équations du mouvement d'un systéme, ou les forces extérieures sont 
nulles, jouit de cette propriété que Ton peut éliminer les coordonnées 
et leurs dérivées, et, par conséquent, sont aussi résolus tous les cas du 
mouvement caché généralisé et les problémes incomplets, ou Ton fait Thy- 
pothése de potentiels cinétiques qui ne dépendent que des coordonnées 
et de leurs dérivées premiéres, et cela d'ailleurs d^une maniére arbitraire. 

Maintenant pour traiter sur un exemple de la mécanique des masses 
pondérables le cas oii certaines des équations du mouvement de Lagrange 
se transforment en dérivées exactes prises par rapport au temps, jétudie 
d'abord le mouvement de trois points matériels m^ , m^ , w^, dont les coor- 
données sont soumises a une équation de condition 

et dont les forces intérieures sont données par une fonction des forces 

J'obtiens ce théorcme que: la condition nécessaire et suffisayite pour que, dans 
le mouvement de trois points matériels, dont les coordonnées sont soumises 
å une équation de condition, parmi les huit équations du mouvement il y en 
ait deux qui se transforment en dérivéea exactes prises par rapport au temps, 
est que Véquation de condition ait la forme 

^, =ax^ +by^ +0), 

oii a et b sont des constantes et oii w ne dépend que de x^ , y,^ , z.^ , x^ , y, , z^ , 
tandis que la fonction des forces a la forme 
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rfa«5 ce caSy les six équatimis du mouvement pour les coordonnées x^,y^,z^^ 
^i^Vzy ^i prennent encore la forme de Lagrange pour le potentiel cinétique 
donné par Vexpression 

V 2{i-ha'-hb')\dtJ ^^ i+a^ + b'dt 2^ r+a' + 6« "' 

Une application immédiate de ce théoréme montre que: 

Lorsque de trois points Tun est soumis par une liaison avec les deux 
autres ä la condition que sa distance ä un plan fixe reste toujours propor- 
tionndle ä la distance entré eux des deux autres points matériélSy ces derniers 
sattirant suivant la loi de Newton^ le mouvement de ce point a lieu suivant 
la loi de Weber. 

On obtient des théorémes analogues dans le oas oii il y a deux 
équations de condition entré les six coordonnées. 

Apres avoir résolu toutes ces questions, je me suis appliqué de 
nonveau a Tétude de la généralisaticm des principes mécaniques dans le 
cas du potentiel cinétique general, et, lorsque 






est défini comme fonction caractéristique* je trouve pour généralisation de 
réquation aux dérirées partidles du premier ordre de HamUt^/n, Téquatifm 



3« ~ *fi -T* '<•» , 



— I. -— «» *f »f 'f 



flf,* t , p. • ..•P,....0* *,.••• p. , ,. • • • • . . , 






.P. 
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ä la variahle dépendante (p et aux /i)^ + i variaUes indépendantes 

'^ J Pl ^ • • • 1 Pn 9 Pl f • ' • J Pfl f ' ' • 9 Pl i ' ' • 9 Pfl 9 

ou les fonclions cd sont définies par les valeurs 

r)^'^ = a}it v « t)^'-^^ é'-^^ ^^ — ^-\, 

F$ — ^tY > jPi > • • • ) i> J • • • > /'i 9 ' • * 9 F/i 9 ^ (v_i) » • • • ' ^ (v— 1) j ' 

faurnies par les équations 

d<p _ aff ^9 _ ^^ ^9 __ ^^ 

api aj^i apa a^j dp^ dpj^ 

Si Ton connait Tintégrale compléte, renfermant /xv + i constantes 
arbitraires, de Téquation aux dérivées partielles, constantes dont Tune est 
additive, tandis que l'on peut prendre pour les autres les valeurs 

ri 9 • * • 9 F/t 9 Pl 9 • • • 9 Fil > • • • > i'! 9 • * • 9 Fft 

correspondant a la valeur initiale ^^, alors les /xv équations 



df 









9^^ /3g\ 



a^ 
api""*''' \ap; 



ou les grandeurs qui se présentent au second menibre 

Fl > • • • > jP/i 9 ' • ' 9 Fl 9 ' ' • 9 F/i 

doivent étre regardées comnie de nouvelles constantes, fournissent les jmif 
grandeurs p, , jp,' , . • . , pi""*^ comme fonctions de t et des 2/iv constantes 
P^ 1 P»^ 9 • • • ji^i'""*^^? qui donnent Tintégration compléte des /x équations 
de Lagrange généralisées d'ordre 2v. 
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Mais le systerne cornplet d'équatioiifl dififerentielles de Hamilton trouve 
aussi une généralisation essentielle au moyen du théoréme suivant: 

Lorsque des équations 

dpp " dt dr'; + • • • + i u d^v-i ^p(w, - Pp^^-i j 

^p)»' dt a?>;' + • • • + i ' ) ,«v-> ^^(.) — i>/»2v-2 , 

(pOUr/>= I,2,...,;jjt) 

ag ^ ^:^ _ 

aff _ 

(v) ^/»" 



rfon^ Zes v — i premier es sont respectivement linéaires en pf''~^\ p^^~^\ ..., 
p^;'^^\ Von tire les fiv grandeurs p^;\ P^;^^\ • • • > P^p""^^ exprimées au moyen 
de Pp,p'pj ..,j p^;-^^ , . . . , p^2v-i , Pp^v-^ j "'^Pp. et qu'on les porte dans Vex- 
pression de Vénergie, que Von désignera par {E), alors les équations du mouve- 
ment de Lagrange généralisées peuvent étre remplacées par le systerne géné- 
ralisé d^équations différentidles hamUfoniennes 



dp,9y-i 
dt 


3P» ' 


dp,jv_» _9(E) 
dt dp', ' 


dp„ 9(E) 

• • • ' dt "api-"' 


dpr'' 

dt 


9p« 


dp';-'' HE) 

dt 9p„+\ 


dp. _ 9(E) 
' ■ ■ ' dt dp,i,-i 



Qu'il me soit permis, finalement, d'attirer rattention sur le théoréme 
suivant, provenant de mes recherches sur la nature des intégrales de ce 
systéme généralisé d'équations dififerentielles de Hamilton. 

w 

Si le potentiel cinétique est une fonction algéhrique du temps, des coor- 
données et de leurs dcrivées prises par rapport au temps jusqu'å Vordre p 
indus, et si le systéme généralisé d'équations différentieUes de Uamilton 
posséde une fonction intégrale algéhrique, célle-ci est eUe-méme ou hien une 
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fönction rationneile du potentid dnétiquey du tempSj des coordonnées et de 
leurs dérivées prises par rapport au tenips jusquå Vordre 2v — i indus, 
ou bien c est une fondion coniposée algébriquement de pareilles fonctions inte- 
grales rationnelles. 

Mais j'ai déja trop longuement profité de votre patience. — Je serais 
tres heureux si rune oii Tautre des rernarques faites dans les précédentes 
Communications pouvait vous intéresser. — Pour Tinstant veuillez etc. etc. 

Signe: Leo Königsherger. 
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SUR LES PRINCIPES DE LA MÉCANIQUE. 

Extrait d'une seconde lettre adressée å Téditeur 

PAB 

LEO KÖNIGSBEEGER 

å HEIDELBERG. 

[Traduit par L. Laugel.] 

Puisque vous attachez un certain intérét a mes recherches sur la 
mécanique, je prends la Hberté de vous communiquer encore les quelques 
resultats suivants, qui paraltront prochainement dans les Sitzungsberichte 
de TAcadémie de Berlin. 

Si lon nomme potentid la fonction des forces correspondant ä une 
f orce f{r ,/,/',.••> ^'"0^ V^^ dépend de la distance et de ses dérivées 
prises par rapport au temps jusqu'a Tordre 2v inclus — a supposer qu^une 
telle fonction existe — lorsque cette fonction des forces TF, dépendant 
de r et des u premiéres dérivées et définie par Téquation 

r\r,r ,r ,..,,r ) — ^^ dtdr''^dt'dr "^ ^ ^^ dt^d^' 

renferme comme terme le plus élevé une expression de la forme 

selon que la grandeur 

e, =aj— a, +a3— a^ + ... + (— i)*'-^a, (mod. 2) 

Äetamaih&mcUiea. 23. Imprim6 le 21 oetobre 1899. H 
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déterminée par les équations 

oii les grandeurs e désignent les nombres o ou i, a pour valeur o ou 
I, alors Téquation de Laplace généralisée pour le potentiel general sera 

A A*» A*> A*« A*« A***""^ A*""*^ A*" A*" W o 

pour une masse quelconque et pour un point situé en dehors de celle- 
ci, ou 

désigne Texpression fx fois itérée 

a'F aT a'F 

et Ton a par conséquent pour la loi de Weber 

A..A„TF=o. 

Ensuite pour obtenir pour des potentiels qui dépendent de la distance 
et de ses dérivées preniiéres la loi de Poisson généralisée pour un point 
situé ä Tintérieur de la masse, je développe le potentiel d'une sphére 
creuse dont les couches concentriques sont homogénes et de rayons R^ 
et iJj, et je trouve dans Thypothése de la loi de Weber pour le potentiel 
d'un point situé a Textérieur de la sphére ou ä Tintérieur de Tespace 
creux, I désignant la distance au centre de la sphére, v la vitesse du 
point, /' la projection de v sur la direction /, et ^ la densité 

et 



7 A 

apdp + :^y fapdp', 






le potentiel pour un point situé dans Tespace creux est donc indépendant 
de la situation du point et de la direction de la vitesse et a la forme 
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a + 6y', oii a et ft sont des constantes. Si le point est situé dans Tespace 
sphérique annullaire, Ton a 

R^ R^ 

+ ATT f rrpdp + :^y f (Tpdp 
et par conséquent pour une sphére compléte homogéne 

D'ou Ton conclut apres une courte recherche, que Téquation de 
Poisson généralisée dans Thypothése de la loi de Weber est 

A,,A„TF = — ^^, 

ou a désigne la densité de la masse attirante au point considéré. 

Le mouvement d'un point compris dans Tespace annuUaire sphérique, 
dans rhypothése de la loi de Weber, conduit a des intégrales hyperellip- 
tiques simples. 

Heidelberg le 5 janvier 1898. 
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QUELQUES REMARQUES SUR LES FONCTIONS ENTIÉRES 



PAR 

JULIUS PETEESEN 

å COPENHAOUE. 



Soit ff{z) une fonction uniforine, ne possédant aucun point essentiel 
ä distance finie. Posons 

(i) logj!?(i8?) = logi2+ 0i, 

R désignant le module et l'argument de la fonction; Ton a alors 

ajogi^_aö. a log i? aö 

dz dy dy dx 

GU 



I /dRx dBy\_ ddy ddx 

R\drr dffr^}~ dr r "^ dä r^ ' 

J_/dRy |^B«^\ dSx dB y_ 

R\drr'^d0r^)~ dr r ^ dÖ r^ ' 



formules d'ou Ton tire 



(2) 



d9 i dR de r dR 






dr Rr dB dff R dr 



/ \ ^/3 I ^ log B , , a log JB ,^ 

(3) dB -_^rfr + r-^^rf<?. 

Si Ton intégre cette derniére expression, en prenant pour chemin 
d'intégration une courbe fermée, Ton obtient, comme Ton sait, pour re- 
sultat 27m, ou n désigne le nombre des zéros diininué de celui des infinis, 
respectivement situés dans la partie du plan limitée par la courbe. Si la 
courbe est une circonférence ayant Torigine pour centre, on a rfr = o, et 

(4) n = -L p-i^ rd0. 

^^^ 2nj dr 

Åela mathtmtUiea. 33. Imprimé le 21 octobre 1899. 
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Gette formule a une intéressante analogie avec la formule de Gauss, 
qui détermine la quantité d'électricité contenue dans une partie de Tespace 
limitée par une surface géometrique, savoir: 



E = IfNd./, 



011 d^ désigne 1 element de surface et N la force normale. Si nous con- 
cevons qu'en tout zéro et en tout infini soit concentrée une masse i 
repoussant et attirant respectivement avec une force inversement propor- 
tionnelle a la distance, Ton aura pour un zéro la force normale 



I 

- cosc>, 

9 



p désignant la distance et ip Tangle (r , p). En multipliant par ds et en 
intégrant le long de la circonférence du cercle, Ton obtient pour 

/ - 008 ÉPt?^ 

J P 

la valeur 2;r, lorsque le point est a Tint^rieur du cercle, et la valeur 
zéro, lorsqu'il est a Textérieur du cercle. L'on a ainsi 

w = — {l^fdB 

27tJ 

oii N désigne la force normale totale ayant son origine en tous les zéros 
et infinis. Si lon suppose que les zéros et infinis donnent naissance a 

un potentiel logJS, la force normale sera — - — et nous retombons sur 

notre formule (4). Pour le cercle on peut mettre une courbe ferraée 
quelconque. 

De cette formule (4) Ton peut en déduire d*autres par voie d'inté- 
gration; pour plus de simplicité nous supposerons quil n'y a pas d'infinis, 
c'est a dire que notre fonction transcendante est entiére. En multipliant 

dr . 

par — et en intégrant de o a r il vient 

(5) /^=.i/'°s^"*. 



Quelques remarques sur les fonotions entiéres. 87 

011 jR^ est la valeur de R au centre du cercle. DeRignons maintenaut 
par ttj , ot, , , . . , ot^ les modules des zéros situés ä rintérieur du cercle du 
rayon r, rangés par ordre de grandeur. Pour o<r<aj, on a n = o; 
pour Äj < r < a,, on a n == i , . . . etc., et alors 

d'ou 



2r 



O 

p 

011 le second membre détermine la valeur moyenne de log^ sur le cercle. 

La formule nous montre que cette valeur est continue. ^ 
Posons 



(7) wT-^/»- """^ 



log n II 

1 = Pn OU -r- = - 



Je supposerai encore que p^ a une limite p, ou, d^une inaniére plus 
precise que, e désignant une grandeur positive qui peut devenir aussi 
petite que Ton veut, Ton peut toujours trouver une valeur de r telle 
que, pour cette valeur de r et toute valeur plus grande, on ait 



I I 

> — > 



n^-^ «; n^'^^ 



• 



— n 

L'on reconnait que p est le noinbre que M. Bokbl appelle Vordre de la 

fonotion. T^a sprie 



fonction. La serie 






se trouvant sur la limite de convergence et divergence, le genre p de 
la fonction doit étre le plus grand nombre entier contenu en ^, si ^ est 
fractionnaire ; si, au contraire, p est un nombre entier on aura/?=^ — i 
ou p=^ p. Dans les deux cas nous supposerons que le genre est dé- 
termine par les facteurs primaires de la fonction. 

^ Monsieur Jensen ma informé quil a déjå démoDtré cotte formule par une autre 
voie et en a fait Tobjet dune communication ä la 8ociété mathématique de Copenhague. 
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Désignons par R la plus grande valeuir de R sur le cercle; de la 
formule (6) vient 



(8) R>R, 



mH 



® ÄJÄ, . . . «« 



En définissant p comme précédemment Ton peut, pour r suflRsamment 
grand, écrire 

n 

flt^a, ...a, = (1.2.3... n/ = (^J 7 n = r^j 
d'oii 

R>€f 

oii le facteur fini - peut étre omis. Lor8qu'une fonction crolt comme 

e*^, oii /£ doit étre pris avec une definition analogue a celle de p^ fx re- 
présente alors le nombre que M. Borbl nomme Yordre apparent de la 
fonction. La formule trouvée montre qu'on a toujours 

(9) fJ^>P' 

D^aprés les recherches de MM. Hadamard et Borel, oj\ sl fi = p quand 
le genre est déterminé par les facteurs primaires, ce qui est toujours le 
cas lorsque fi est fractionnaire. Je vais en donner une demonstration 
nouvelle pour le cas oii p = o et conséquemment p'< i. 
On a 

(10) ^<iJo(l+^)(l+^).... 

Lorsque, dans le cercle de rayon r, il se présente n zéros, on a, pour 
q>n 



!+-<!+ 



a 



= * ^"hT' 



f a 



9 



011 e désigne une petite grandeur positive qui s*évanouit pour p = i. 
D^aprés un théoréme connu, pour des valeurs positives b^yb^j --v^inj on a 



n/^ . fe, . . . fem < -- (*! + i, + . . . + ft J ; 

Tfl» 
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par conséquent 



H + m \ m 



Si m croit indéfiniment, la somme au second membre aura une valeur 
finie que nous désignerons par A:, et Ton a 



i„,(,+^)'"=e.^-'. 



Pour T suffisamment grand, on a 



(, + j-)(,+£.)...(,+i.)<_eaL. 



< e^^\ 



et (i o) donne 

R < ^*\ 

c'e8t a dire 

et, par conséquent, en ayant égard ä la formule (9) pour toute fonction 
de genre zéro 

Maintenant supposons que Ton ait p > o, et soient i , a , y9 les ra- 
cines de Téquation ä'"*"* = i . 
L'on a 

oii 6j , 6, , . . . sont les zéros de y{z\ Comme le produit est de genre 
zéro par rapport a z^'^^ y on voit que pour la fonction 

F{z) = ip[z)ip{asi)ip{pz)... 

on a ;£=^. Ce dernier nombre est le méme pour F{z) et ^{z)j mais 
je n'ai pas réussi a démontrer directement que les deux fonctions ont 
méme ordre apparent (le nombre /t), quand le genre de ^{z) est dé- 
terminé par les facteurs primaires. Si p n'est pas déterminé par ces 
facteurs, le produit doit toujours croltre moins rapidement que ^{z). 

Aeta mathematiea. 28. Imprimé le 7 julllet 1899. 12 
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Je donnerai maintenant une seconde application de la formule (4): 
D'apré8 cette formule on a 

00 2r OD 



rndr i_ r,^ r d log B dr 

J '^i '^ 2n j J dr r^ 



oxx Ton a écrit p au lieu de p + e. L'on a ici 



OD 

/när I 1^ lin 



ou la serie au second membre est convergente pour e aussi petit que 
Ton veut. D'autre part, en intégrant par parties Ton a 



00 OD 



fd log B dr riog El- , r, „ dr 

r r 

Si Ton suppose que fi=p9 

log B 

rP 

sera egal a zéro pour r = 00, d'ou 

O Or 

ce qui fait voir que la valeur moyenne de 

logg 

sur Tanneau circulaire infini, multipliée par la surface, est finie pour une 
valeur de e > o, si petite qu^elle soit, mais dcvient infini pour e = o. 
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ober fundamentalsysteme for symmetrische funktionen 

VON 

KARL THEODOR VAHLEN 

in KONIOSBEBU i. Pr. 



I. 

Es seien a^j , a?, , . . . , a?^ die Wurzeln der Gleichuiig 



a?* + ajic"~* + a,aj""' + . . . + a^ = o, 

und 5j , 5j , ^3 , ... die natörlichen Potenzsutnmcn derselben. 
Dann ist die Entwicklung bekannt: 

gleich 



(*-],3,...,N) 



v + ^V^^' + (-j' + ^-|>' + ..-, 



aus der durch Koöfifizientenvergleichung folgt: 



«1 = 




^y 




«» = 




2+2' 




• 




3 2 


6 




U. 


S. W. 




iloto matkémaiiea. 23. Impriuié le 7 Juillet 189£ 
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Da jede rationale symmetrische Funktion von rr, , a;,, ...,a?^ eine ratio- 
nale Funktion der a^yU^, ..,,a^ ist, so folgt dasselbe fttr 5, ,5,, ...,5„ öder: 

Die n ersten Potenzsummen von rr, , a?, , . . . , rr^ bilden ein Fundamental^ 
system fur symmetrische Funktionen von x^ yX^, . . . y x^. 



II. 

Wie die vorhergehende Entwicklung auf dem Additionstheorem der 
Exponentialfunktion, so beruht die folgende auf dem des hyperbolischen 
Tångens: 

woraus allgemein: 

^ ^ ^ ^ "^ I + S tgh Äj . tgh a, + . . . 

folgt; hier stehen im Zahler die combinatorischen Summen ungrader Ord- 
nung, im Nenner diejenigen grader Ordnung. 
Diesem Satz zufolge wird nämlich: 






(ik-l,3,...,*i) 



also gleich — tghf^j^g? + ^« — ^" ^6 T + * ' ')• E>^her muss diese scheinbar 
transscendente Funktion von z eine rationale Funktion n*" Ordnung 

a^g + a,g' + . . . 
I + a,»' + . . . 

sein; woraus folgt, dass ihre Eettenbruchentwicklung : 



— tgh(5j^ + ^3 y + 5, y + . . .) = 



c,z 

1 + — 



1+^^ 



I + . . . 
spätestens mit c^_i^' abbrechen muss. 

Wir woUen zeigen, dass in diese Entwicklung nur die Potenzsummen 
0| , On j Om y . . • y 02;i 1 emxrei>cn. 
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Es ist näinllch: 



1 + 



Cm» 



1 + 



I + . . . 



= I + x^{x), 



wo unter 5p(i:) ganz allgemcin eine Potenzreihe a + 6a? + cx^ + • • . zu 
versteheii ist. Demnach wird auch durch Division in c^^iXi 



I + 



c»-i« 



I + 



CnX 



= I + C^-1^ + 00^^{^)y 



1 + 



ö»fi» 



I + . . . 



WO natftrlich ^{x) eine andere Potenzreihe bezeichnet. Durch Division 
in c^^^x folgt jetzt: 



I + 



c„_ja5 



I + 



c«_i« 



= I + 



c„_ja5 



I + Cn-lX 



+ x'^{^); 



I + 



CnX 



I + . 



und durch Division in c^^^x: 



1 + 



Cn-9X 



I + 



Cn-iX 



= 1 + 



C»-»« 



1 + 



Cn-lX 



1 + 



Cn-7X 



+ x*^{^). 



I + c,_iaj 



1 + 



CnX 



I + ... 



U. s. w., schliesslich 



I + 



e^x 



1 + 



c,ar 



I + 



C,iB 



1 + 



r.a: 



1 + 



CfX 



1 + 



1 + 



c^x 



1 + 



1 + 



Cn-\X 



+ ^"5p(a;). 



1 + 



CnX 



I +... 



I + C,_i» 
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Multiplicirt man mit c^x und setzt x = z^, so kommt: 



'•o« ^•'o^ 



> + '-TT-. « + 



+ Ä»"+'5P(^'), 



I + — - — I + — *— 



I+. I +. 



woraus hervorgeht, dass inan die Entwicklung von 



tgh(s,^ + «,y + s,j+...j 



nach Potenzen von z nur bis g**~^ zu verwenden braucht, so dass in den 
c, , c, , . . . , c,_i nur die Potciizsurnnien s, , s, , . . . , 5j,_i vorkoramen. 
Verwandelt man den Kettcnbruch: 



".3 



I + — '— 



* I + C^^iZ* 

Ot z "4" (L z "4" 

in einen gewöhnlichen und vergleicht ihn mit -^— - — % ' ' ' , so ergeben 

I 'T* fl-jÄ "T • • • 

sich die a^ y a^, . . . y a^ als rationale Funktionen von c^, , Cj , . . . , c^_i , 
also auch als rationale Funktionen von 5^ , 5, , . . . , 5,^_i . Daher der 
Borchardt'sche Satz: * 

i)*e n ^5/en Potenzsummen mit ungradem Index bilden ein Fundamen- 
talsystem fur symmetrische Funktionen. 

Wir suchen die explicite Darstellung der a^j a^j . . . ^ a^ durch die 5j, 
Die Entwicklung von. 



1 + — ^ 



I + . 

' • I + c*a' 



* C. W. BoRCHARDT, Öfeer eine Eigenschaft der Potenzsummen ungrader Ordnung. 
Mooatsberichtc der Berliner Akademic, Juni 1857, p. 301. Gesammelte 
Werke, herausgegebcn von G. Hettncr, p. 107 — 1 18. 
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in eine Potenzreihe hat die Form: 



,?i+l 



"T ffk-k-l (^0 ' ^l > • • • » ^*)^ + . . . . 

wo unter g^ , ff^^i ganze rationale Funktionen verstanden sind. Man be- 
welst dies durch den Schluss von k auf Ä + i> indein man 

i i ~"~ ^k ""^ ^k^k4-\^ l" • • • 

I + Cjt^lZ* * * *+' ' 

för Ci einsetzt. Durch Vergleichung mit 

— tgh(5,xf + s,j+s,j+...^ = 8,z + S,z' + 8,z'+ ..., 

wo iS!|i^i rational und ganz von 5^ , 5, , . . . , s^t^i und von s^j^^^ nur li- 
near aohftngt, ergiebt sich c^ als rationale Funktionen von 5^, 5,, .. .,52n.n 
dereit Zäbler %^i nur linear, deren Neuner Sj^+i gar nicht und %_i nur 
lineaf chthält. 

Die Rechnung ergiebt z. B.: 

I «J — «8 

^ 3 «, 

« 15 «i(«; — «») 

Die Vei*wandlung von: 

c^z . a,a + a,«' + . . . 

o in * 



I + i 

1 + — 5 — 



1 + 
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ergiebt: 



^8 =^ S^O^i? (*-«,!,.. .,11-1) 



^n — ^n— 1 ^n— 8 ^11— i 



Hier sind unter den g combinatorische Summen mit Ausschluss der 
Sequenzen c, c, , c, c, , . . . , c»__,c„_i zu verstehen. 

Daraus folgt im Besonderen, dass a, eine rationale Funktion von 
Sj , s, , . . . , 52„_i ist, welche 5,„_i nur im Zähler und dort linear, und 
^211-1 i^ Nenner linear enthält. 

Wenn die Kettenbruchentwicklung von tghf^j;? +^j~ + • • •) wirk- 

Hch erst mit c^__i abbricht, so sind die a^ , a^ , . . . , a, vollkommen be- 
stimmte Funktionen von 5^ , 5, , . . . , ä,»-!? ^- h. das System: 

^1 "T • • • "T ^11 ^= ^1 > 
^1 "T • • • "T ^n = ^l> 



^1 -f- • . . -f- ^« — ^2ii— 1 



ist eindeutig, durch ein Wurzelsystem x^ y rc^ , . . . , a:» lösbar. Jede sym- 
metrische Funktion der a^^ , a;, , . . . , aj„, z. B. auch s^^^i wird rationale 
Funktion von 5j , s, , . . . , 5,«.i , also : 



^2n+l 



■* n V^i > *3 > • • • » *2ii--l ) 



wo P„ und ö„ ganze rationale teilerfremde Funktionen von ^i, 5,, ..., *2«-i 
sind. Wir woUen die irreduktible ganze Funktion: 

^2n+l-^n\^l 7 ^j > • • • > ^2ii— ij Vn\^l > ^j > • • • 7 ^2ii— J 
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von ^1 , 5, , . . . , s^n^i niit: 

bezeichnen. 

Dann folgt also aus dem Bestehen der w + i Gleichungen: 

^1 + • • • "T ^n ==^ ^1) 

-^l T^ • • • T^ •*'n — ^in+l 

die Gleichung: 

Bricht aber der Kettenbruch schon mit c^^^^iZ^ ab, so ist 

CqZ a[z + ai»' + . . . 

, . cy ~ I + aiar' + . . . 

l + . 

eine gebrochene Funktion n — Ä^** Grades, also 

= - 1 



1+-^ 



ca* 



1 + 

eine Gleichung w — k^^ Grades. Um dieselbe in eine Gleichung n**" 
Grades zu verwandeln, erweitere man 

a[z + a^z^ + . . . 
I + ai»' + . . . 

mit dem unbestimmten Faktor: 

I + OL^ + a^z^ + . . . + «rn^ 

und föge fiir ungrades k noch das Glied a^z"" mit a^ = o hinzu. Nun- 
mehr ergeben sich a^ya^^ ...^a^ als rationale Funktionen von 5j , 5, , . . . , 

Ätlta maih&maUea. 22. Imprimé le 7 Juln 1899. 13 
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^2n-i u^^ ^^^ 2 I u^^^stimmten Grössen äj , . . . , fXrjty Bezeichnet man 
die n Wurzeln der Gleichung: 

{a[z + a'y + . . Vi + a,z' + . . . + «ri]^ ) 

+ (i + a',z' + . . Vi + ay + . . . + »rn^ 'M = ^ 
mit —,...,—, so genftgen also a:^ , a?, , . . . , a?^ den Gleichungen: 

^1 4" • • • T" ^» ^^ ^i> 



es sind aber I - Paare conträrgleicher Wurzeln aj^ , rr, , . . . , a; r^-., vor- 
handen^ Wurzeln von: 

a; L^J + . . . + a = o, 

und k- — 2 - Wurzeln NuU, nämlich eine, a;^, öder keine. Daher be- 
stehen die Gleichungen: 



^*+l + • • • + ^11 — ^«n— 1> 



und es ist: 

-^n— Jt+l (^1 > ^« J • • • > ^2(11— Jt)+lj = O? 



-^n(^l ? ^« > • • • ? ^2n— l) O. 

FQf den Fall der Unbestimmtheit ist mindestens k= 2, also mindestens: 
-R«(^i > ^, > • • • j ^21.-1) = o und ±in-i{s^ , 5, , . . . , 52„_,) = o. 
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Umgekehrt: ist jetzt 
80 ist das System: 



^8 + • • • + ^n ^«»— 5 

bestimmt eindeutig lösbar. Ist nun « 

-^n— iV^l > ^j > • • • J ^2»— 8) ^^ ^ 

und setzt man 

^r • + . . . + a?:-* = 5;n-8 

so ist auch B^_i{3^ , 5, , . . . , 52„_8) = o; ölso, wegen der Linearität der 
beiden Gleichungen in 5i._8 ^^^ ^2n~3 

^211—8 ^^^ ^2ii— 8« 

Die Gleichung Rn-i{^i > ^8 > • • • > ^a»»-») = ^ känn nftmlich nicht identisch 
fur jedes s^^^^ erfQllt sein, da sonst der Fall der Unbestimmtheit fQr das 
System 

^8 I • • • ! ^n ^^ ^n 






eintreten, also 

sein mtisste. 

Deranach ist auch die Gleichung: 

erfftUt. Ist ferner: 

60 beweist man ebenso, dass auch die Gleichung . 

X^ + • • • + ^» = ^2»— l 



^ 
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erföllt ist, so dass bei beliebigem x^=^ —x^ das Gleichungssystem besteht: 



^1 "T • • • T" ^n — ^2n— 1* 

Also: Der Fall der Unbestimmtheit tritt dann und nur dann ein, wenn 

und 

sind. 

Wir woUen der späteren Anwendungen wegen noch das Corollar 
aussprechen : 

Wenn i?„(5, , . . . , 5,„_j) = o ist, so tritt der Fall der Unbestimmt- 
heit dann und nur dann ein, wenn noch -Bn-iC^i > ^s > • • • > ^an-s) = o is^- 

Es werde jetzt der ordinäre Fall 

betrachtet. Aus den Gleichungen: 

folgt: 

d. h. die Gleichung 

-BnC^i —00jS^—x\..., s,^^, — x^"'^) = o 

hat die n Wurzeln x^ , x^ ^ . , . , x^. Sie hat keine weitere Wurzel; denn 
wäre etwa f„ eine solche, und fj, f,, ..., f„-i die zugehörige Lösung des 
Systems : 

S 1 + • • • + Cj»_l = Si Cn > 

fifln-l I I £2»— 1 „ Mn— 1 

SI " • • • T^ Sn— 1 — ^2ii— 1 Sn > 
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80 w&re da 8 Sy8tem8: 



Xi + . . . + a?» ^2ii— 1 

auf mehr al8 eine Art lösbar, was der Voraussetzung i?„(5i , 5, , . . ., 5,,_i) 4= o 
wiederspricht. Da ferner die Koöffizienten der Gleichung 

ganze rationale Funktionen von a^ , a^ , . . . , a„ sind, 80 känn die linke 
Seite derselben abgesehen von einem Faktor nur eine Potenz der Gleichung 

ic" + flia?"""^ + ... + a^ = o 
sein. 

Diese Potenz känn nur die erste sein, weil B„(5j , 53, ...,52„_i) ebenso 

wie der Zahler von a^ die Grösse s^^^i nur linear enthalten. Setzt man: 

. . . -f" ^ -^n (^1 > • • • > ^2n— J 



so ist also: 



fiw(<>l 1 » ■ ' ■» g2n— 1 ) 

-"» V^l » • • • > *2n— 1; 

-R» (^1 > » » « » <>an— 1) 

-"n (,«1 I • • • » »2n— ij 



u. s. w. 



Wir bewiesen frtther, dass der Nenner von a„ unabhangig von s^^^i und 
in 52,_j linear ist. Nehmen wir jetzt i2„(5i , . . . , 5,,_i) = o, so wird a^ 
unbestiinmt dann und nur dann, wenn R^n\s^ , • • • > s^n-s) = o ist. Durch 
Vergleichung mit dem entsprechenden frtlheren Resultate folgt nunmehr: 

bis auf einen Zahlenfaktor. 
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Demnach wird bis auf einen Zahlenfaktor : 

Durch Verbindung mit 
folgt jetzt: 



^n— 1^11—8 ^n— 5 • • • — 



(it»n,ii-'l,. .) 



NatQrlich ist ebenso allgeinein: 

_ Rt 

bis zu 

_R, 

^^' 
wo JRg = I zu setzen ist. Durch Division der Gleich ungen: 

_ Et 

^*— 1^*— 8^A— 5 • • • IJ ^ 

B*— 2 

^i— 8 ^*— 6 • • • ~in 

folgt: 

~ i?*— 1 i?*- 8 

bis auf einen Zahlenfaktor. Zu der Bestimmung desselben gehen wir 
nunmehr ftber. Ist p^ das Gewicht von B„, so liefert a„B^_i = /?„ die 
Bestimmung: 

n{n + I) 



?>« = » + Vn-i = » + (n — i) + jp,_3 = . . . = 



2 
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Wir nehinen R^ , i?^_i , . . . mit solchen Zahlenfaktoren multiplizirt an, 
dass darin das höchste vorkommende Glied: 

»(»-hl) (n— 1)« 

iK»-H) (w— l)n 

den KoeflRzienten ( — i) ' , ( — i) ' , . . . besitzt. Dann sei 
wo Xt_i die zu bestimmenden Zahlenfaktoren sind. Also wird: 

0,« + 0,2* + . . . "B, 



I + o,a* + . . . j *i .t 

1 + ' 



i + * • - 



I H 5 ! 



1 + 



, lin I^n—9 
I + /n-1 p : p 2 . 



Setzen wir jetzt: 






und gehen zur Grenze w = cxj tlber, so wird 

tr. — — fl/. ""~ *C« """~ • . • ^^ 3/,! •— I y 

n(n + l) I I 





2 




n«" 




2' 




n(n 


+ 


I)(n + 


2) 


I 






I . 


8. 


3 










u. 


s. 


W. 







und 5j = — I, s^ = o, 5, = o, u. 8. w., also 

jR^ = I, jRj = I, 22, = I, u. s. w. 
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Die obige Entwicklung wird: 



«• z' 



' ^ fl'' Vi'' ■ ■ ■ K. 



I + — + - + .. . 1 + — ^'— 



1 + —i— 



I + . 






Vergleicht man dieselbe mit dem Lambertschen Kettenbruch: ^ 

* Es sei gestattet bei dieser Gelegenheit eioc Herleituog der Lambertschen Formel 
zu yeröffeDtlicheo, welche mir vor Iftngerer Zeit mein hochverehrter Lehrer Leopold 
Kronecker brieflich mitteilte. 

»Sei 






^^^ 3...2fc'(2Z: + 1X2Ä; + 3)(2fc + S)..,{2k + 2n +1)' 

wo aber fUr Ar = O, wie gewöholioh, ao Stelle vod 1. 2. 3... 2 fe nur I zu nebmeo ist, so 
ist offenbar: 

I. jB„-i = (2w + l)En + «'-B„+i fttr n. = I , 2 , 3 , . . . io inf. 

und fttr n = O wird: (2/i + l)2?„ + »'Bn+i = -(e' + e~'). Bezeichnet man dies mit 

R—\ 80 gilt also die Reductionsformel I auch fUr n = O. 
Deren suocessive Anwendung ergiebt: 

B_i z Rq z Äj z 



JS. B. i? 



a 



also io der That: 



B_i »• 

= I + 



B. ■ a' 

3 + 



a* 



5 + - a- 



7 + 



9+ •• 



uod da R—i =-(«' + e~'), B, = — (e' — e~') ist, so resuUirt die Lambertsche Formel : 

s{e' + e-') a* 



= I + 



e' — e-' a' 

3 + ? 



5 + 



7 + ... 
aaf welcho aooh jener Leiboitzsohe Åusspruch: numero Deus impari gaudet Anwendnng 
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e' — e~' z z 

1 + 



I ■*- ^—t 3 + i 

z z 

5 + 



35 



2 



. + -5^ 



I + . 



so ergiebt sich: 
also: 



' 1-3 

• 

a^z + a^e* + . . . 


^ = 


3.5' ^ 5-7' 


• • • 


I + a,a' + . . . 


I + 


«... 
B. 











7+ . 

KUrzt man diese Gleichung durch z und setzt z^ = Xy so erhalt man 
die Entwicklung des Quotienten zweier beliebigen ganzen rationalen öder 
ganzen transscendenten Funktionen, und för a, = a^ = a^ = . . . = o die 
Entwicklung einer beliebigen ganzen rationalen odcr ganzen transscen- 
denten Funktion in einen Kettenbruch. 

Wir können der Kettenbruchentwicklung die Gestalt geben: 

I + a,«' + . . . B »• 

= IBT -r 






fiodet, und welche DameDtlioh daduroh merkwUrdig ist, dass daraus uomittelbar die Irra> 

e' + e-' 

tionalitat yon ■— fttr jeden rationalen Werth von z hervorgeht. 

e' — e""' 

6. Aug. 87. Kronecker.1 

Äcta maUmnatien. 22. Imprimé le 7 juln 1899. 14 
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also dieselbe durch die Rekursionsformel : 
mit den Anfangsf unktionen : 

/i(^) = «1 + «.^' + • • • 

darstellen. Fttr z == o folgt: 



«°) = ..-, y V .-(o), 



Rk-\ 



also wegen 



/,(o) = &. 






u. 8. w. allgemein 



^*^^^ i.3.5...(2Ä- i)'B,-i* 



Umgekehrt sind hierdurch die Quotienten q^ in der Rekursionsformel: 

und damit die Kettenbruchentwicklung vollkommen bestiramt. 
Mit ' Beröcksichtigung der Zahlenfaktoren wird jetzt: 

I Rk+i Rk^i 



{2k— iX2fc +1) Rk * Rk-7 
und 



1.3.5 ...(2m— i)' Rn-i' ^"-^ I.3...(2n— l)'Bn-l 



«« = T-^r-. tt:: Tn • ir^ > ««-i = '^—- : • ^^ ' ^' ®- ^ 



Nun ist 5,^^i eine ganze Funktion von a^j a^^ . . . , a^ also wird s 
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eine rationale Funktion von 5, , 5, , . . . , $2n-iy deren Nenner eine Potenz 
von B^_i ist. Mithin: 

wo /£.^i ein Zahlcnfaktor ist. Nun wird: 

r«-ii>»-i + 2n + I = ^,+1 
woraus 

also 

folgt. 

Die Funktionen R^ haben noch eine andere einfache Bedeutung. 

Setzen wir in B„(5j , . . . , 5,,_i) und Rn-.i{s^ > • • • , ^an-s) ^^r 5^ , 5,, 
• • • > ^2«-i ibre AusdrUcke als ganze Funktionen von a^ , a, , . . . , a^ ein, 
so erhalten wir zwei ganze Funktionen von a^ , a^ , . . . , a„ die wir mit 
Rni^ij a,, ..., a„) und iii_i(eij, a,, ..., a^) bezeichnen woUen und zwischen 
denen die Relation besteht: 

Geben wir also a^ , . . . , a„ solche endlichen Werte, dass 



-B«-iK > a^j •••,«!.) = o, 



also die Gleichungen 



^3 4" • • • "H ^n — ^1) 



^8 "T • • • "T ^w ^2ii— ] 



erfQllbar, d. h. ein Wurzelpaar o?, , x^ mit conträrgleichen Werten vor- 
handen; es verschwindet daher die Geminante: 

n{x, + X,) = G^{a^ ,«,,..., «„). (^i-M!...,») 
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Umgekehrt, wenn G^ = o ist, so ist ein Wurzelpaar mit verschwinden- 
der Summe vorhanden, also die Gleichungen: 



erfallbar, also 

-^Ji— l(^l > ^3 > • • • ) ^211—3) ^^ ^' 

Daraus folgt, dass 

ist, wo k^ ein Zahlenf aktör und der Exponent a wegen der Gewichts- 
gleichheit der beiden Funktionen gleich Eins ist. 

Um den Zahlenfaktor zu bestimmen, setzen wir in 

x^^i = O, also 

und fQr x,x^ . . . x^ = ( — lYa^ seinen Wert ^—-r : tt-^ ei 

* ' " ^ ^ " 1.3.5 ...(2yi— I) i^„_i 

so kommt: 

1.3.5 ...(2n— I)Bm-1 " 

Dividirt man durch: Ä;„(?^ = iJ^_i so folgt: 

(— i)"&»+i = I . 3 . . . (2n — i)&^, 
also 

n(w-l-l) 

Ä»+i = (— O ' (2n— i)(2n— 3)'(2n— 5)^..3""'I^ 

w(w-l) 

n{2n— (2A+ i)pö„(ai,...,0 = (— i) ' ^i.-i(5i,53,...,«2i.-i). 

Beachtenswert ist, dass die Geminante von s^n^i unabhangig und von 
5j , 5g , . . . , 52„_8 eine ganze, wenn auch nicht ganzzahlige Funktion ist 



em, 
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III. 

Die Entwicklungen in I. und II. sind die beiden ersten Fftlle all- 
gemeinerer Entwicklungen, zu denen wir jetzt tibergehen. 

Wir bezeichnen mit u eine beliebige ganze Zahl und definiren v — i 
dem arctg analoge Funktionen durch die Gleichungen: 

i^o(^) = — ; ; h • • • 



^v-l ^2w-l ^8.-1 



r»'-i\ / y «» I » 2v— I ' ^y — I 



Far diese Funktionen ist offenbar: 

I — ez 



£^^{z) + eVaC^) + • • • + ^'"Vv-iC^) = — Ig 



v/i — «" 

wenn e, wie auch im Folgenden jede beliebige p^^ Einheitewurzel bedeutet. 
Wir definiren ferner u dem Sinus und Cosinus analoge Funktionen 
von y — I Variablen durch die Gleichung: 



— e««i— «'tf2— ...— e"""* •*»/— 1 



Setzt man hierin: 

" ^y+l gJv + l 

W, = Z 9^,{X,Z) = 5j^ + 5,^1 —— + 52,+i ^^^qp-^ + . . . 



« gv-l Z^^~^ »'""^ 
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ein, so kommt links: 



fl 
^ I — ex^z 



z 



^ k/w " ^ 

_7 VI —xtz 



n „ 



nVi-«i*' 



und rechts: 



F^(z) + sF^{z) + ... + £^-'F.-i(4 



wenn man zur AbkQrzung: 



(n n " \ 

Z f^,(;r,^) , T^,{x,z) , . . . , Z f^,_i(a;,^) j = F,{z) 

för 7i = o, . . . , j; — I setzt. Daraus folgt, dass die v ganzen transcendenten 

Funktionen: 

F,{z) , F^{z) , . . , , F,^,{z) 

den u ganzen rationalen Funktionen: 

proportional sind. 

Zur Ermittlung der rationalen Verhaltnisse der v transcendenten 
Funktionen Fq{z)j ..,, F^__i{z) wenden wir den verallgemeinerten Ketten- 
bruchalgorithmus in einer etwas andern als der ttblichen Form an. 

Wir setzen allgemein: 

und bilden die Entwickluno:: 

u. s. w., wo die Koöffizienten c^_x > <^v ? • • • so gewählt werden, dass stets 




9 
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«*^(o) = I ist, för jeden Index k. Diese Entwicklung bricht spfttesteiis 
. mit der Gleichung ab: 

indem nämlich W^^^j^i{z) = ^„-v+8 = ... = V^{z) der grösste gemeinsame 
j.Teiler der Funktionen *^o(^)>^'2(^)> •• • » %-\{^) wird. In der That werden 
dann, n = iwv + r (r < j; — i) gesetzt, ¥^{z) , ?^j(^) , . . . , W^{z) ganzen ra- 
tionalen Funktionen vom Grade m in /, und %^\{z)yW^^J^z)j... ^%__^{z) 
ganzen rationalen Funktionen vom Grade m — i in ^8?" proportional; wie 
es ja sein muss. 

Wir bezeichnen mit 

die Summe aller derartigen Produkte von je h der Elemente c, ,Cj,...,c„, 
in denen keine zwei der h Indices um weniger als v von einander diffe- 
riren; z. B. 

Dann erhält man aus dem Gleichungssysteme: 

^\-x{z) = W^{z) + <?*+,_, ¥';+^,(ir)Ä'' (t-i.j — +1) 

die laufende Proportion: 

= I + Oi (^v-1 y C^ > • • • > Cj^__i)S + ^2 \^v—l J • • • y ^«— l)^ 'T • • • 

• ^ "T Ol [^v y ^w-fi > • • • > C^^ijZ + ^2 (Cj, ? • . . y Cn—l)^ "T • • • 

• ^ I Ol \^y+l > ^y+*2 > • • • > ^n—i)^ "T 02 (^v+1 > • • • > ^u—lj^ "!"••• 

• ^ I Ol V^2v--2 > ^2v— 1 ) • • • > C^_i)s + ^2 (^2w— 2 J • • • 5 ^»— l}^ "T • • • > 

wo die Grössen 

OA (^* > • • • > ^11— ij 

för h>n — k gleich Null zu setzen sind. Setzt man noch: 

c, = a,, 



? 



.1 
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SO ergiebt sich also: 

Ol (^w— 1 > • • • > ^n— l) = ^v9 
^OOl l^y > • • • > ^n—l) = ^v+l> 



u. 8. w. bis zu 

Wir wollen die natörliche Zahlenreihe nach Entfernung der Vielfachen 
von p bezeichnen mit J^j , J^j , J^j , . . . , so dass 

Ferner wollen wir jede ganze rationale Funktion von s^^jS^, . , . jS^^j die 
linear in s^^ ist, kurz mit [uf^] bezeichnen. Dann ist z. B. 

a^ = \h] ftir ä=i,2,...,v — i. 

Dann werden ofifenbar: 

V^,{z)= F^{z) = I +[,— l\z'' + [2V-l]z'' + ..., 

ttj» IM IM 



Wir behaupten, dass allgemein för o < r' < v : 
und: 
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und beweisen dies durch den Schluss von w' — i auf m'. Die Gleichung: 
ergiebt in der That: 



^m'/w— 1^4-r'— 1 



und 



wenn das Entsprechende fOr 

vorausgesetzt wlrd. 

Aus der Gleichung för c, der wir auch die Form geben können: 



Ct-l = 



_ N 



folgt, dass die Grössen r^ , Tj , . . . , c^_, , also auch eij , a^ , . . . , a„ ratio- 
nale Funktionen von s^^jS^^j . . . , s^^ sind, also der Satz: 

Von denjenigen Potenzsummenj deren Indices nicht Multipla dner ge- 
gébenen gamen Zahl sind^ bilden die n ersten ein Fundamentalsysteni. 

FOr a. erhält man insbesondere noch: 



«. = 






Im allgemeinen ist, nach dem Vorhergehenden, das Gleichungssystem 



a^i" + . . . + C = 5, 



Vn 



durch ein einziges Wurzelsystem a?j , a:, , . . . , a:^ zu erföllen. Jede sym- 

Aäa inathematiea. 23. Imprimé le 20 jnln 1899. 15 
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metrische Funktion von a;, , a;,, . . . , iP„ ist rationale Funktion von 5^,, ..., s^j 
also speciell 

^^ Vnl*y| > • • • > *y«/ 
^n\^vi ^ • • • I *yj 

wo P^ und Qn teilerfremde ganze rationale Funktionen sind. 

Ergiebt sich dagegen 5^^^, nicht als bestiramte eindeutige Funktion 
von Sy^j . . . j s^^, so känn das System 

^1* "T • • • "T ^H ^^ ^Vif 



.Tj" +•••"!" ^n ^ 



Vn 



nicht eindeutig lösbar sein. Wir wollen die ganze irreduktible Funktion 

^x^i^nK j • • • » O — Qn{s., , . . . , O ^n>t J^«+iK . . • • j 5,.J bezeichnen. 
Dann folgt also aus dem Bestelien der Gleichungen: 

^l' "T • • • "T ^n ^^ ^U 



•^'l ^ • • • T^ »^ n — * 



v* VI 



die Gleichung: 



^n-hl\^yi > • • • j ^y^i) O. 



Der Fall der Unbestimmtheit tritt ein, wenn die Kettenbruchent 
wicklung mit c„_i_i abbricht und k > u ist. Die Funktionen 

erhalten dann einen willkftrlichen Faktor 

[:-] 



I + 0,2' + ... + arqÄ 

und unter den n Wurzeln x^, . . . , x„ der Gleichungen: 

■ « 

^l' "T • • • + ^n" = ^V|> 



^1* "t" • • • "T ^n" ^v 
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sind - v-tupel vorhanden, z. B. x^jX^y..., a?,, far welche x^ = e^x^ 
(Ä = I , 2 , . . . , v — i), also 

^? + • • • + ^'* = o, 
^\* + ' ' ' + K^ = o, 



und k — u\-\ Wurzeln Null, so dass fUr die öbrigen w — ^ ä; die Gleich- 
ungen bestehcn: 

^irVl "T • • • "T ^n = ^v, J 



X^\i -f- , , . -f- Xf^ — 5^^. 

Also ist: 

E^ = o, i2„_i = o , . . . , J2«_A+i == o. 

Da fttr den Fall der Unbestiuimthcit k>^)^ sein muss, so ist mindestens: 

• . . . , 

il^ = o, -^n—l = O , . . . , ii„_y^i = O. 

Umgekehrt beweist man wie untcr II. dass, wenn diese j^ Grössen ver- 
schwinden, die Gleich ungen: 

^y+l ■»" • • • "T ^» ^^ ^w, ) 



^y+1 "T • • • T" ^n — ^Vn 

erföUbar sind, also der Fall der Unbestimmtheit eintritt. Also: 

Fttr das Eintretcn des Falles der Unbestimmtheit ist nothwendig 

und hinreichend dass die j; Grössen iJ„ , iJ„_i , . . . , K„_v+i verschwinden. 
Daraus folgt, beiläufig bemerkt, dass das System [B^ , R^-x > -Rh-2) 

. . . , i2„_^+i) äquivalent ist dem System der j; — i symmetrischen Pro- 

dukte: 

welches hier an die Stelle der Geminanten n{x^ +^2) tritt. 
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Wir sprechen noch das CoroUar aus: 

Wenn JK^ = o, . . . , Rn-v+^ = o, so tritt der Fall der Unbestimmtheit 
dann und nur dann ein, wenn auch noch i2„_v,+i = o ist. 



Die Gleichung: 



J^hK — ^'s . • . , s,. — i»'") = o 



ist — man beweist dies wie fröher — fttr x=^x^jX^j...^Xn erftlllt und för keinen 

{yl 

weiteren Wert von x, Die linke Seite derselben känn, wegen a^ = . ^ **' . 

und R^ = [v^] keine Potenz der Gleichung a^ + ^m-i^ + .. . + oj" = o sein. 
Setzt man also: 



SO ist: 



^» — '^ y ^n-l — -^ 9 u. s. w. 



Nun muss im Fall der Unbestimmtheit jedenfalls a^ unbestimmt, also 
B„ = o und jBJ*^ = o werden. Also, da Bf^J^^ = {v„_^+i} wird, folgt: 

Wenn JK^ = o , . . . , ii„»v+2 = o ist, so tritt der Fall der Unbestimmt- 
heit dann und nur dann ein, wenn auch i?„"^ = o ist. 

Durch Vergleichung mit dem entsprechenden frtlheren Resultat be- 
zliglich -B„«,+i, und wegen B^^,^i = {v„_,+i} und i?;^ = {vh-.+i} folgt 
jetzt, dass 2?„"^ = JRn-v+i '^^U bis auf einen Zahlenf aktör. 

Also wird: 

_ _ Rn 

^H — ^n— l^n— V— l^n— tv— 1 • • • — t» 

und allgemein 



^k l^k-v—l^k -2v-l • • • — 



Rk 



Rk 



-v+l 



woraus 



Rk Rk 



-K*— v+i Rk—: 



— w 



'+1 ^t— 2V-I-1 

folgt, bis auf einen Zahlenfaktor. 
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Ferner ergiebt sich 5^, als ganze Funktion von a. = p , 

a^_i = jz-^ — > • • • > also als rationale Funktion von 5^. , . . . , s^^j deren 
Nenner eine Potenz von i2„_v+i ist. Daher 

Ist p^ das Gewicht von i2„, so folgt aus 

dass 

Pn = ^ + P«-v+i = n + (n — y + i) + (w — 2(v — i)) + . . . 

+ (n — (W' — l)(y — I)) + Pn-mi.-l) 

ist; ist 

n = m\\f — O + ^' («"' < v — i) 

so ist 
also 

i>M = ^ + (W — (v — I)) + (» — 2(V — I)) + . . . + (W — Wi'(j^ — O)- 

Nunmehr folgt aus: 
dass 

_ — Vn-n + (^ + O + (^ + I —(w— I )) + ... + (n + I — m^v— D) 
/^„_v+i — (h — (y — I)) + . . . + (n — m'(v — I)) 

ist; fQr 

/ < v — 2 ist v^+i = w'v -f r' + I 

und far 

r' = y — 2 ist v„+i = (m' + i)y. 

Dcmnach beträgt die Differenz des Zählers und Nenners von /"n-y+i i^i 

erst^n Fall: 

— (m'y + r' + i) + (n + i) + m' = o 
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und im zweiten Fall: 

— (m' + i)j; + (w + i) + w' = o. 

Also ist j^n-.v+i = I und 

bis auf einen Zahlenfaktor. 

Wir hatten die Kettenbruchentwicklung: 

die an die Funktionen 

anknftpfte. Wir woUen derselben eine andere Form geben, indem wir von 






(*-:0,l,...,»— 1) 



ausgeben und die Funktionen: <Py{2) , ^y+ii^) , • • ■ durch die Recursions- 
formel definiren: 

Dann giebt die Vergleichung mit: 

dass 

_ <Pt I (o) 
''* <Pi(o) 

und 

<P*(o) 



c*_i = 



<Pt- v (o) 

Setzt man das letztere Resultat in die Form: 
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und beröclcsichtigt dle Anfangawerte: 



e^ =0, = B, = 0,{o), 



c,.., = o,_, = B,_, = 0,_,(o), 



so crglebt sich allgcmein: 



0,{P) = 



B* 



B* 



-v+l 



worait auch q^ = 



Bi_i 



Ru 



. und damit die Kettenbruchentwicklung be- 



stiinmt ist. Hier ist iJo=i, 22-1 =i, 1^-^= i, u. s. w. zu sctzen. 

Es bleibt die Bestiminung der Zahlenfaktoren. Nehmen wir die i2^ 
mit eiiiem solchen Zahlenfaktor multiplizirt an dass darin 5f* den Koeffi- 
cienten ( — i)*** hat, so werde 



Qk = K- 



B*-i Ri 



Rt-v Rt v+i 



wo Xt die zu bestimmenden Zahlenfaktoren sind. 
Setzen wir jetzt: 



X, = x^ 



« • • — — Xm — 



I 

n 



und dann n = co, so werden alle iJ^ = i, und: 



0,{z) =-- I + 



<^.(^) = TT + 



+ 



+ 



ti» 

2v 



z 



ill 



(v+l) ' |(2>'+ o 



+ ... 



+ ••■ 



<Pv-,(^) = 



und durch die Formel: 



+ 



«• 



+ 



Z 



2v 



(y-l) ' (2V-I) (31^-1) 



+ .. 



0,. iU) = A,(P,(^) +^^<«^i+. ,(^) 



(i:«l,2,...) 
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werden sowohl die Zahlen A^, als auch die Funktionen: 

vollständig bestiinmt. 

Man findet naralich, wegen UMv-\)+k — Ut = hui 

f^\ — L L ^^ j ?_!! I ^ L,,, 

*^ ^ l/j .1/, ...I/it 1^ Vy... 1/^-1+* 1^ V2v -1 . . . V2w. 2+* \3}^Vz^-2'"^9^-9+k 

und 

daraus folgt im allgemeinen Falle: 

0(p) =: 



wodurch auch 



?* = >t^ — jj 



und c^ bestimmt sind. Aus a^ = ^n(o) folgt noch 



ö« = ^^ 



v, ... Vy Bn__y4.i 

Die Aufgabe die Grössen ^i , ö, , . . . , fl^, als rationale Funktionen 
der s^^y s^^y . . . y s^^ anzugeben^ ist durch die vorstehenden Entwicklungen 
vollständig und in einfacher Weise gelöst. 

Königsberg Pr. im Oktober 1898. 
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tlBER DIE INVARIANTEN 

LINEARER UND QUADRATISCHER BINÄRER DIFFERENTIALFORMEN 

UND IHRE ANWENDUNG AUF DIE"'DEFORMATION DER FLÄCKEN 

VON 

GERHARD HESSENBERG 

in CHARLOTTENBURG-BERLIN. 



In der vorliegenden Arbcit liabc icli vcrsuchtydie Hauptformeln der 
allgeraeinen Fläcbenthcorie, uiiter specieller Beachtung des Biegungspro- 
blcms, einerseits in möglichst algebraischer und formål abgekOrzter Weise, 
andererseits so herzuleiten, dass die Invarianz der fiir allgemeine Coordi- 
naten gultigen Formeln unmittelbar in die Augen springt. 

Zu dicsem Zwecke ist zunächst durch Anwendung der Begriffc der 
Co- uhd Contragredienz das Nachrechnen von Transf or mat lönen vermieden. 
Sodann ist durch Einfiihrung einer der Differentiation verwandten Opera- 
tion, die ich cogrediente Differentiation nenne, errcicbt Avorden, dass die 
cogredienten Differentiale irgend welcher Grössen bei Coordinatentransfor- 
mationen dieselben Substitutionen erleideri, wie diese Grössen selbst. 

Mit den in den ersten vier Abschnitten gewonnenen Hiilfsmitteln er- 
geben sich im Abschnitt V die Eigenschaften der gebräuchlichen Differen- 
tialparameter. Abschnitt VII giebt einen Uberblick uber die vielgebrauchten 
orthogonalen Systeme, die von zwei Parametern abhängen. Sodann folgt 
im Abschnitt VIII die Herleitung der Differentialgleichung 

^^^z = K{\ — A,^), 

Åcta mathåmatiea. 23. Tmprimé le 4 mai 1899. IG 



122 Gerhard Hessenborg. 

in IX dic der Codazzischen Formeln und der Gaussischen Relation, in X 
die der Weingartenschen Differentialgleichung, aus der sich die bisher 
bekannten Glassen aufeinander abwickelbarer Flächen bestimmen lassen. ^ 

Im folgenden Abschnitt wird eine eigenartige Singularität der letzt- 
genannten Differentialgleichung untcrsucht, auf die inzwischen aucli Hr. 
Weingarten selbst unter Bezugnahme auf vorliegende Arbeit aufmerk- 
sara gemacht hat. ^ 

Unter Umständen liefert nämlich die in Jledc stchende Differential- 
gleichung nicht alle Biegungen der gegebenen Flftche. Ich zeige, dass 
die Differentialgleichung auf unendlich viele Arten so aufgestellt werden 
känn, dass eine beliebig vorgeschriebene Biegung durch ihre Integration 
nicht gefunden wird. Andererseits lässt sich fiir jede Fläche diese Singu- 
larität vermeiden. Ich leite ferner das Kriterium fiir das Eintreten der- 
selben mit Hiilfe einer im Abschnitt VI geföhrten Untersuchung her und 
zeige, dass die Bestimmung der nicht gefundenen Biegungen auf eine 
gewöhnliche Differentialgleichung erster Ordnung fiihrt. 

Im letzten Abschnitt sind einige specielle Beispiele hierzu untersucht. 

Es sei mir an dieser Stelle gestattet, den Hrn. Weingarten und 
Knoblauch fiir ihr Interesse an der vorliegenden Arbeit und ntitzliche 
Ratschläge bei der Ausarbeitung meinen Dank auszusprechen. 



I. 

§ I. In den nachfolgenden Untersuchungen bezeichnet abkiirzungs- 
weise f, a;,f(,) öder a^^^ das System der n Grössen ^a? ^a> ff,A öder Xi^xy 
X = 1 , 2 . . . n. Von zwei Systemen, die mit entsprechenden Buchstaben 
des griechischen und lateinischen Alphabets bezeichnet sind, soU ange- 
nommen werden, dass sie contragredient sind, d. h., dass bei linearer Trans- 
formation des einen das andere die inverse und transponierte Substitution 

^ Weingarten, Mémoire sur la deformation des surfaceSj Preisschrift der Pariser- 
Akademio. Aota math. Bd. 20, p. 1 59 ^- ^i^ Citate bczichcn sich auf die Publica- 
tion in den DMémoires présentés par divers savants ctc.D Bd. XXXII. 

Darboux. TJiéorie générale des surfaces, Bd. IV, letztes Capitel. 

Ricci. Della equazione fondamentale di Weingarten. Atti delTlstituto Ve- 
Beto dei scieoze, Icttere ed arti, T. VIII. S. VII. 1896 — 97. 

* Note xnr Theorie der Defonnalion dei' Fläcfien, Acta mat b. 22, pag. 193 fF. 
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crleidct. Damit die inverse Substitution existiert, darf naturlich die Sub- 
stitutionsdetcrminante nicht verschwiiiden. 

Die Bedeutung dea BegrifFes der Contragredienz liegt in folgenden 
Sfttzen, die aus der Theorie der linearen Transformationen bekannt sind: 

I. Sind die Systeme f und x contraffredient, so ist der Äusdruck Sf^^A 
invariant. 

IL Ist ^x^^x i^^ linearen Transformationen der $j^ invariant, und 
können die $x ^ Wertesystenie annehmen, deren Determinante nicht ver- 
schwindetj so sind die Systeme f und x contragredient. 

Der Äusdruck ^Xx^x s^ll mit (a;,f) bezeichnet werden. 

Das Wort 7>invariantj> gebrauche ich ausschlicsslich im Sinne von 
T>absolut invariants und denke mir untcr T eine Funktion, die die Eigen- 
schaft besitzt, bei linearer Transformation der Variabeln f sich mit der 
Substitutionsdeterminante zu multiplicieren. Durch Multiplication mit einer 
Potenz von T känn jede Invariante im weiteren Sinne in eine absolute 
verwandelt werden. Uber T wird an geeigneter Stelle verfögt werden. 

Aus n cogredienten Systemen f^,) und n ibnen contragredienten a;^,) 
biidet man die Invarianten 2'|f,;i| und T"^|a;<^A|> (*> ^= ^ > 2 , . . ., n). Da 
sie lineare Formen jedes der Systeme sind, erhält man aus (II) den Satz: 

III. Biidet man aus (n — i) den $ cogredienten {bezw, contragredienten) 
Systemen die Beterminanten {n — i )**" GradeSy so ergeben diese {bei geeig- 
neter Wahl der Vorzeichen) mit T {bezw. T'^) multipliciert ein den f con- 
tragredientes {bezw. cogredientes) System. 

§ 2. $ und f* seien zwei Systeme von n bezw. m Variabeln; x und 
re' seien ihnen contragredient. Erfahren $ und ^ die Substitutionen 

(i) Ca = ^sx^e;, $1 = ^s%$;% 

p p 

80 ist 

(la) K= ^^h ^^ y K' = ^^% ^I • 

Das System der nm Grössen ^x$*i werde mit fe* bezeichnet.* Es wird linear 
transformiert durch 

(2) SxSj, = Tsx/f^^;c 



p,a 



* $$* ist im allgemciDen vod $*$ verschicden! 
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und das System xx durch 

(2a) ^'p^^c = T^Sj,^S*^XxXly 

Die Determinanten von (2) und (2 J haben nach einem Satz von Kroneckeu * 
den Wert I^apI"*-!^^!'*, sind also nicht nuU. Daraus folgt: 

IV. Ist $ zu rr, f* zu x* contragredient, so ist auch f^ zu xx* con- 
tragredient. 

Denn da die Determinante von (2) und (2J nicht nuU ist, ist (2,) 
die inverse und transponierte Substitution von (2). 

Ä bezeichne das CoeflFicientensystem der bilinearen Form 

@ speciell das der Grössen e^;», wo ^xp. die NuU oder Einheit bcdeutet, 
jenachdem X von /i verschieden oder gleich /x ist. Das System f^ känn 
nm Wertsysteme annehmen, deren Determinante nicht nuU ist, z. B. för 
f,;i = $lx = Ca. Mithin ist Ä dem System ff* contragredient. Ist B das 
Coefficientensystem der Form 

so sind ebenso die ^Xfi ^^^ ^k^*i contragredient, also nach IV auch den rt;^^. 
Man erhalt damit den Satz: 

V. Sind Hax.,$x^l **^^ ^^Xfi^i^l ^^^^ Contravarianten, so ist der Aus- 

dnick ^a^^px^^ invariant. 
Åfft 

Er werde kQnftig mit {A , B) bezeichnet, also consequenterweise die 

Formen selbst mit 

(^,fO und {B, XX), 
wonach auch 

(3) {XX , ff ) = {X , $){x , O- 

Ist n = nij so ist das System A quadratisch, und seine Determinante 
multipliciert sich mit den Substitutionsdcterminanten der f und ^. Haben 

* Siehe Hensel, Uber die Darstellung der Determinante eines Systems, welches at$8 
xwei andern componiert ist. Acta mathematioa, 1 4, pag. 3^7 — 3 '9» 
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wir nur die zwei Sorten f und x von Variabeln, so giebt 63 drei Typen 
von Formen: 

mit den Invarianten 

Die Formen des Typus © heissen Zwischenf ormen ; zu ihnen gehört 6. Als 

aufgefasst ist sie zu 6 contravariant und biidet mit 6 die Invariante 

die auch mit M^ bezeichnet werden solL 

§ 3. Betrachtet man (^,ff*) als lineare Form der c', so ergiebt 
sich der Satz: 

VI. Die Grössen 'x, = Za^f, sind den ^ contragredie.t. 

Setzt man sie daher in die Form B ein, so erhftlt man den neuen 
invarianten Ausdruck 

{B,x.'x) = TSxi,Xj,.a,^e,, 

der eine Zwischenform mit den Coefficienten 



cav = 2^ A« ^ 



darstellt. Es ist 



y/4 



SO wird 



(4) ilfg = ra,,y9,, = (^,Ä). 

Setzt man 

« 

^XyL = %Xy 

[A , f O = - c^ , re) 

und nach der soeben eingefiihrten Bezeichnung 

(5) (^,fo-('^.o = -rv,e). 
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Die analoge Bezeichnung soll auf die Contravarianten von A zuiiächst 
nicht angewandt werden. 

Werden irgend welche cogredienten Systeme f , tj oder A y B z\x 
dera cogredienten System der Grössen Äf^ + krji oder ha^f^ + kbj^f, vereinigt 
(vorausgesetzty dass h und A; Invarianten sind), so soll das neu entstan- 
dene System mit h$ + Icij oder hA + kB bezeichnet werden. Da die 
éingeftthrten AusdrOcke mit Ausnahme von Da in den auftretenden Sy- 
stemen linear sind; ist 



(6) 



f {hÄ + kB,r) = h{A,r) + k{B,r), 
{'{hx + ky),0 = h{'x, O + k{'ij, O, 



IL 

§ 4. Wenn n unabhängige Variable Ux in irgend einer Weise 
durch n andere, ebenfalls unabhängige, u[ so ausgedruckt werden, dass 
weder zwischen den Ux noch zwischen den u[ eine Beziehung entstehty 
so werden die Differentiale dux durch die rfw^ linear ausgedrQckt, und die 
Determinante der linearen Substitution der DiflFerentiale verschwindet nicht 
identisch. 

För ein bestimmtes Wertesystem der Ux können die dux beliebige 
Werte durchlaufen. Man känn daher beliebig viele von einander unab- 
hangig variierende Systeme d^Ux^d^Ux von Differentialen annehmen. Denkt 
man sich z. B. die Ux als Funktionen von mehreren Gruppen von je n 
unabhängigen Parametern, so erfiillen die in Bezug auf die einzelnen 
Gruppen gebildeten Diflferentialsysteme die gestellte Anforderung. 

Bei dieser speciellen Annahme sind (unter Voraussetzung der Stetigkeit 
der zweiten Ableitungen) die in Bezug auf die einzelnen Gruppen von 
Parametern ausgefuhrten Differentiationen vertauschbar. Es sollen auch im 
folgenden durch das Zeichen d nur solche Differentiationen bezeichnet werden, 
fiir die das Gesetz der Vertauschbarkeit erfiillt ist. Die anderen Systeme 
von Differentialen zählen dann unter die allgemein zu betrachtenden Sy- 
steme, die den Differentialen cogredient sind. 
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§ 5. Nunmehr sei (Äyd^ud^u)=^ l^ax^^d^Uxd^u^ eine bilincare sym- 

inetrisclie Form der DifFerentiale. Ihre Determinante sei nicht identisch 
imll, und fur T werde elne zwoite Wurzel aus derselben gewahlt, so dass 

Ba = I 
wird. 

Nun ist: 

d^{Ä,d,ud^u) = Taj^^d^d^v^d^u,, + Ha^^d^u^d^d^u^ + Yd^a^^d^u.d^u^ 

ein invarianter Ausdruck. Von den Summen der rechten Seite ist die 
erste symmetrisch in Bezug auf die Differentiationen d^ und d^. Bezeichnet 
man sie daher voriibergehend mit A^^ so ist die zweite gleich A^. Setzt 
man noch S^ fur die dritte, so ist 

d^{A,d,ud^u) = A, + A^+ 8^, 

also 

d^{A,d^ud^u) = A, + A^ + 8^ 

und 

d^{A,d^ud^u) = A^ + A^+ 8^. 

Um die zweiten Diflferentiale d^d^u^ gesondert zu betrachtcn, löse man 
nach A^ auf: 

(7) ll^M y ^Mz^^) + ^'Å^ f d^tid.u) — d^{A , d^ud^u) ] 

= A,+ l{8, +8,-8,). 

Das zweite Glied der rechten Seite ist eine trilineare Form der daU^. 
Der CoefFicient von d^u^d^u^d^u^ ist 

2 LsWcr dUp dilfi J L /^ J 

in CuiasTOFFKLS Bezeichnung. Dadurch Avird die rechte Seite von (7) zu 

(8) £^8^;.. llci,,A<^,u, + ^\^'']d,Upd,u, 
und da dieser Ausdruck wegon (7) invariant ist, sind die Cocflficientcn 
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der d^u^ in ihm den Differentialen contragredient. 
Christoffkl 



Setzt man noch mit 



so wird aus (8) 



(8') 



P=?«^ 



Xfi \- po ^ J 



Fuhrt man die Abkiirzungen 



I 



pff 
Å 



d,u^ = 



und dXx + Zi 



X 
P 



C, = StCi ein, 



80 wird der Ausdruck in der eckigen Klämmer in (8') zu 



(9) 



^A^X = ^id^U^y 



und diese Grössen sind infolge der Invarians von (8') den dux cogredient. 

§ 6. Die Abktirzung d bedeutet nicht, wie rf, cine auf jede Grösse 
anwendbare Operation, sondern ist wie ein dem Buchstaben C bcigefögter 
Index aufzufassen. d^x steht för (<?C)a> ^od das System å^ ist aus dem 
System C gebildet. Ferner soll die in (9) gebratichte Bezeiclinung å nur 
unter dem Vorhéhalt gdten^ dass die Cx ^^^ Differentialen dux cogredient sind. 
Fiir andere Systeme von Grössen Avird das Zeichen d in anderem Sinne 
gebraucht werden. Es gilt dann folgende Verallgemeinerung des eben 
Bewiesenen : 

VII. Sind die Grössen Cx den Differentialen du^ cogredient, so gilt das 
gleiche von den AusdrUcken dCx- 

Drftckt man nämlich in dem invarianten Gebilde 

dTxxCx = ^dXxCx + ^^x(fCx 

dCx durcli åCx aus, so erh&lt man: 



(10) 



dTxx C. = ?oX • c + ^^x • f^Cx, 

A A A 



tJher die Invarianlen binttrer Differentialformen. 
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wo 



öX = rf^A — S 



p 



X. 



gesetzt ist. Wählt man fiir die ^ DiflFerentiale, so ist nach dem zuletzt 
bewiesenen die zweite Summé der rechten Seite in (lo) fiir sich invariant, 
also auch die erste, d. h.: 



VIII. Sind die Grössen Xx den Differentialen du^ contragredietitj so 
gilt dos gleiche von den Chrössen dxx, 

Hiemach ist aber ^dx^ Cx öberhaupt invariant, damit äuch Sa^x^Ci 
woraus VII folgt. Ich will demgemäss die <?C und dx als Dcogrediente 
DifferentialeT> der C und x bezeichnen. 



•i * • 



§ 7. Nachdem' erst die Existenz cogredienter Differentiale erwiesen 
ist, känn man die Theorie derselben auf allgemeinster Grundlage aufbauen. 
Ich beschranke mich aber auf bilineare Formen. , . 



Es mOgen Grössen 



P 
X 



und 



Å 



t 4 *'' 

I » • I 



von der BeschaflFenheit existieren, 



dass die Differentialausdriicke 



r 



K = dCx + Xf, C ^«d '^<^ = ''f^ t £ 



. ^ » .1 






P 
Å 



« 



C 



. -1- • . ♦ 1 



den Ca "bézwv Ca (iogredient seiéto. Sétzt miÄlrt» dKnf>/ wié söebWgescheiiéÄ; 

' ■ ^ t • . » ; . . ' ■ ' r ■ 

I ■ ■ . . ■ ■ . . . • ■ 



so findet man, dass die Ausdriicke 



dxx = dxx — ^ 



[P 



X. 



den Xx cogredient sind. Das entsprechende gilt fiir die gesternten Grös$en. 
Nunmehr sind die Grössen 

also auch . . ' 

Åettk mnthvmtkiica . 23. Tmprlmé le 4 nmi 1890. 17 
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den ^^ cogredicnt. Sie seien mit <?(CC) bezeichnet. 
den ebenso gebildeten å{xxx'^ contragredient. 

Setzt man CxC = A/*' ^^^l = ^J^t^y ^^ '^^^' 



Sie sind nach IV 



^y?..=<^/?A,+£k!/?,,+r 



p 



Ä/>» 



da^^ = dax^ — zL 



Å 
P 



a 



p^ 



I 



rtA 



P* 



Die Bezeichnung sei allgemein beibehalten fur irgend welche den 
^Cjl CO- bezw. contragrediente Grössen. Dann ist identisch 



^a^^dpxf. + ^da^^ . p^^ = dUa^^p^^y 



also speciell 



Da die beiden ersten Summen der rechten Seite nach Voraussetzung 
invariant sind, ist es nuch die dritte^ und man erhält daher den Satz: 

IX. Die Grössen åa^^^ bezw, å^j^ sind den a^^ bezw. ^^^ cogredient. 

§ 8. Es sei S/i^A = o irgend eine Identitat, in der die ^j, un- 

bestimmte Grössen sind. Dann ist auch ^fxd^x = o und durch Differen- 

tiation der Identitat folgt eine Gleichuug von der Form £(J/i • f a = o, 
so dass die Differentiation nach den ^x einfach unterbleiben konnte. 
Zum Beispiel folgt aus der Identit&t: 



sofört; 



d. h. 






d% = 'X + -^x, 



wenn '(fe?,, aus den åCx ebenso gebildet ist, wie \ aus den ^. 

Das Zeichen d befolgt also, sowcit diese Untersuchungen reichenj 
dieselben algebraischen Gesctzc, wie das Zeichen d. 
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Es sollen daher mit entsprechenden Buchstaben des griechischen und 
lateinischen Alphabetes iiur noch solche System f und x bezeichnet werden, 
zwischen denen die Relationen 

(A) Te, = (- i)'x, 

bestiehen. Darin bedeutet A, I eine Permutation von i , 2. 
Damit entstehen zugleich die Identitäten: 

(i i) x^rj, + x^rj^ = T^\^^y^ —Vi^'^) = ^(^1^2 — ^A) = — (^i^i + ^2^2). 

wenn in (12) 

(B) . Ta„ = a,, (- i.)'; T\^ = a,, (- !)'+•» 
gesetzt ist. Aus (B) folgt eofort weiter: 

A, fl 



und ist umgekehrt 



so folgt auch 






Ferner wird: 



(14) l{A,A) = Da = Da = na, M%=T-\a,,—a,,)=^ T{a,,-aJ. 

§11. Da zu jedem System von Grössen ein contragredientes gehört, 
känn folgende Freiheit der Bezeichnung fest gesetzt werden: 

Dient ein Buchstabe zur ahkurzungsweisen Bezeichnung eines Systems, 
so darf er auch zur Bezeichnung der durch (A) öder (B) damit verbundenen 
Systeme verwandt werden, 

Bedeutet A das System axj,y B das System y9;,,, so können demnach 
die aequivalentcn Ausdröcke (13) mit 

[A, B), {A, B), (?l,33) etc. 
bezeichnet werdet. 
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Fiir (12) känn ebenso 

{A, xy), (^,fy), (3t, e^) etc. 
geschrieben werden, för die vier aequivalenten Ausdriicke (11) sowohl 

(^ly), i^yV) wie (f,y) öder (f,^). 

Es wird sich zeigen, dass von den durch (B) verbundenen Systemen 
immer das mit lateinischen Buchstaben bezeichnete gegeben ist, aus- 
genommen 6. Von zwei durch (A) verknöpften känn $ öder x gegeben 
sein. Das andere ist dann von T abhängig und ändert sich, wenn iiber T 

anderweitig verfOgt wird. Wird T durch P ersetzt, so ist fiir f zu 

T P 

schreiben pf, wenn x gegeben, dagegen fiir x ^rr, wenn f gegeben ist. 

§ 12. Die Abkarzungen {A ^ B), {x^y) befolgen nachstehende Rela- 
tionen : 



(15) 



[{A,B) = {B,Ä)', (^,J) = 2Da; 

(a;,y) = — (y,a;); (a;,a;) = o; 
[{A,xy) = — (A , yx) = {'x ,y) = {x, "y). 



Die Form {A , ''xy) soll auch mit {AB , xy) bezeichnet werden. Nach (15) 
ist dann: 

(16) {B, x'y) = Qx , y) = {'"x , y) = ('^B , xy). 
In § 3> (4) war gezeigt, dass 

(16') M{'AB) = {A,B) 

ist. Aus der Vertauschbarkeit von A mit B und aus 

(17) {A,B) = {'ArB), "A = A 
ergiebt sich iibrigens: 

(16") M{*AB) = M{*BA) = M{B'A) = M{rB). 

Nach dem Multiplicationstheorem der Determinantcn besteht zwischen 
vier Systemen p^^^ , o^^^) (i = i , 2) die Identität: 

(18) |(P(o , r^*))! = (i\i) y P(2))(ni) > ^2))' 
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wofiir auch gcschriebcn wcrden känn: 

(i 8') (i?(,) , i?(,))(r , y) = (r , p^,^){p^,^ ,y) — {r, p^,^){p^,^ , y). 

Ist (i>^i) , i?(2)) = o, so ist demnach 

{Po) J^) = f' {Pi2) y ^\ 

wo f von X unabhängig ist. 

So ergiebt sich aus {^x , y) = — (a? , *"y), wcnn o? fiir y gesetzt wird: 

{^x + '"ic , a;) = o, 

d. h. nach dem ebcn bewicsenen: 

f ist von y und aus Symmetriegrttnden auch von x unabhängig. Durch 
einfaches Ausrcchnen erkennt man f=^MA und mithin 

(19) {A,xy) — {Ayyx) = MA{x,y). 
Nach (3) und (18) ist daher speciell 

(20) M[pq) = {p,q) 

und andercrseits nach (16), wenri in (19) 'ÄB fiir A gesetzt wird, 

(21) {'x,'y) + {'x,'y) = {A,B){x,y). 
Setzt man a ^=1, so folgt 

(2 1') {^x,^y) = I)a{x,y). 

Schreibt man daraufhin in (i8) ""p fOr p, so ergiebt sich: 

(22) |(^ , p,on*))l = ^<Pi^) • Pit))K) ^ n^))- 

Diese Formel känn auch folgcndermassen geschriebcn werden: 

(22') {A , pr)[A , xy) = l)a{p , a;)(r , y) — (> , y)(> , x). 

Im Falle Da = o ist also die bilineare Form das Produkt zweier Linear- 
faktoren. Die Uinkehrung folgt aus (22) wegen (3). 
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und dx die Relationen (A) erfullen öder, was dasselbe besagt, dass fur be- 
liebige y 

ist. Aus den Identit&ten 

folgt nainlich durch Differentiation : 

^^^^A^A = — ^^k^^k öder (<?c , x) = {dx , x) 



und 



J«A;*fAö'f;e = ^Jlkf^XjX^ odeF {d^ , ""x) = {dX .""x). 



Setzt man jetzt in (i8') fiir p^y^ "ic, för p^,) a;, för r einmal <?f, einraal 
<?a;, so folgt, da i^XjX) nicht identisch null ist: 

w. z. b. w. 

Aus (12) ergiebt sich damit durch EHfiFerentiation unmittelbar, dass 
auch die Systeme dbxj,, , d^x^ und db^j^ durch (B) verkntlpft sind. 

In der linearen Form 

{åp , x) 

sind die åpx linear von den du^ abhangig. Es sei daher 

{åpy x) = {PjXdu) 
gesetzt, worin 



l>A/.= 



»«/. 



p 



P. 



>• 



Hiernach und nach (19) ist . - 

P ist also dann und nur dann eine syminetrische Form, wenn (pydu) 

ein exaktes Differential ist. Als Inyariante der Form p sei daher MP 

auch mit 

Ip 

bezeichnet, weil ip = o die Integrabilitatsbedingung von p ist. 
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Ist if eine Funktion von u^ und ee, , so ist 

(24) %P) = J^-^l>+(p,^)- 

§ 15. Man känn die Frage aufwerfen, ob zwei Operationen <?^ und 
<?, vertauschbar sind. Sie ist zu verneinen. Sicher ist jedenfalls, dass in 
den Ausdrttcken 

die zweiten Diflferentiale der f sich wegheben. Ftkhrt man aber in der 
Identität 

die DifiFerentiation mittelst der d aus, so bleibt 

(25") {d^d^x — d^d^x,y) = {d^d,y — d^d^y,x\ 

woraus folgt, dass d^d^x — d^d^x auch die ersten Diflferentiale der a; nicht 
enthftlt, mithin trilinear in Xjd^u und d^u ist. Das gleiche ergiebt sicb 

aus der Identität 

d^d^{A , xy) = d^d^{A j xy)y 

die zu 

(25'") {Ä , {d,å,x - å,d,x)y) = -{A, {d,d,y - d,å,y)x) 

wird. Die linke Seite dieser Gleichung ist eine bilineare Form in a;,y, 
etwa (CyXy), und die letzte Gleichung sagt aus, dass 

{C,xy) = — {C,yx)y 

also nach (19) 

{Cjxy) = f.{x,y) 

m 

ist Oflfenbar ist f wieder bilinear und alternierend in d^u^d^u, 

f=K^.{d^Uyd^u)y 

und K„ hängt nur noch von den Coeflficienten von A ab. Man bezeichnet 
K^ als die Gauss'sche Invariante öder in Rtlcksicht auf ihre geometrische 
Bedeutung nach Bianchi ktirzer als Krämmung von A. Nur wenn sie 

Ä9tn mtUhtmatiea, 23. Imprimé le 12 mal 1899. 18 
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nuU ist, ist identisch d^d^ = å^å^. Die beiden Identit&ten (25") und (25'") 
können jetzt durch 

(25') {d^d.x — d.d^x y y) = — K^ . {Ä , xy){d^u , d^u)y 

(2 5) {A , (ö\e?> — å,d,x)y) = K,{x , y){d^u , d^u) 

ersetzt werden. 

Man gelangt zu K^ noch auf elnem zweiten Weg, der zugleich er- 
kennen lässt, dass K^ nur för specielle Formen verschwindet. Es sei 
{Ä,xx) in lineare Faktoren zerlegt: 

(26) {A , xx) = (a^) , x){a^^^ , x). 

Schreibt man x -{- Åy fiir x und vergleicht die Coefficienten von Å^ so 
kommt: 

(26') 2 {A , xy) = (a^i) , rr)(a(2) , y) + (a^^^ , x){a^,^ , y). 

Nach (22) ist 

|(^ , a(oö(*))| = («(i) , «(Q))', (i , Ä; = 1 , 2) 

und durch Ausrechnen der linken Seite nach (26) und (26') folgt 

wobei i eine zweite Wurzel aus — i . 

Diflferenziert naan (26), so fallen nach (26') die mit dx bohafteten 
Glieder fort und es bleibt 

((?«(!), x){a^^^ , x) + ((Ja(2) , x){a^,^ ,x) = o. 

Also rauss {da^iy , x) durch (a^,-) , x) teilbar sein. Der Quotient ist eine 
lineare Form der rfw, mithin 

(2 7) (Ja^,) , x) = (a^i) , x){p , rfw) ; (0X2) , ^) = — («(2) , ^)(l> , ^w). 

Es sei (-4 , xx) auf irgend eine andere Weise in zwei Faktoren b^^^ 
und ft(2) zerlegt. Bei passender Bezeichnung ist dann: 

(*(i) ^ ^) = Kl) . ^)«% ^2)^ = K») , oc)e-^ 
und andererseits 



t)ber die lavarianton blDärer Differentialformen. 139 

Nach der ersten Beziehung ist aber 

(ö'&(i) , x) = d{\,^ , x) — (6(1) , dx) = é' [(öXi, , a:) + rff? . (a^i) , a;)], 
d. E. nach (27) 

also 

{qjdu) = {p,du) + d<p. 

Ist also A und p gegeberiy so findet man a(,) und a^,) durch eine Qua- 
dratur. 

Oflfenbar darf aber p nicht willkuhrlich gewählt sein. Notwendig 
und hinreichend daför, dass d^ =^ {q^ du) — {p , du) ein exaktes Differential 
ist, ist die Integrabilitätsbedingung: 

Ip = Iq. 

Ip ist ako eine Invariante von J., da es von der Wahl der Faktoren- 
zerlegung unabhängig ist. 

Durch Differentiation folgt aus der ersten der Gleichungen (27), da sich 
die mit dx behafteten Glieder wegheben und da^^^ durch a^^^ ausgedrQckt 
werden känn: 

(<?,(?! «(!) , x) = (a^i) , x)[{p , d^u){p , d^u) + {p , d^d^u) + {å^p , rf^w)], 
also 

((?2<Ji«(i) — ö^iö^a^i) , x) = (a^,) , x)[{Py d^ud^u) — (P, d^ud^u)] 

= Ip{a^,^,x){d^Ujd^u). 

Die linke Seite ist nach (25') gleich — Ka{Ä , a^i^x){d^u j d^u) und 
{ÄfQ^^yX) nach (26') gleich — i(«(i)^). Demnach bleibt 

Ip = iK„. 

§ 16. Nach (20) ist {p, a^,) = — /a^) und ebenso {py a^^^) = + I^i^)' 
Damit wird nach (18'): 

2i{p,x) = 20(„(a(2), a;) + Ia^ty{a^^ , x). 
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Sind also (a^^ , du) und (a^^^ , du) exakte Differentiale, so ist p . und 
darait K^ = o. Und umgekehrt, ist K„ = o, so darf p = o gewablt werden, 
und es existieren zwei Linearfaktoren, dia der Bedingung 

geniigen, aus der /a^) = la^^y = o folgt. Man erhalt damit den bekt^nn- 
ten Satz: 

X. Die Krummung einer Form Ä verschwindet dann und nur dantij 
wenn diese Foi^i dos Produkt zweier exdkten Differentiale ist. 

Um das Auftreten des Imaginaren zu verraeiden, setze man: 

Dadurch wird 

(2 8) {A , xy) = (p(,) , a;)(i)(,) , y) + (p(,) , a;)(p(,) , y), {p^,^ , p^^^) = i , 
(2 8') (^/)(,) , X) = (i)(,) , a;)(2)(,) ,(lu), (<?P(,) ,x) = — {p^,^ , a;)(/)(,) , du), . 
(28") . Ji?(,) = (p(,) , /)(,)), IPm = {P(i)>Pm)> Ip^t)^K,. 
Es gilt also folgender Satz: 

XL Ist Da=ij ^(,) eine lineare Form und Ip^^^^K^, so existieren 
Paare p^iyj p^^) ^^^ linearen Formen, wdche fölgende Relationen erfullen: 

^ = PI) + Pw y (P(i) . P(2)) = I , JjP(i) = (P(2) , jP(8)), M2) = (Pis) y Pix))y 

und alle diese Paare lassen sich durch eine Quadratur hestimmen. 

In den Gleichungen (28") ist eine Beziehung auf Ä nur durch das 
ira Nenner stebende T enthalten. Schreibt man in der dritten nocb 
{P{\)yPix!)^ fiir K^j so gelten alle drei unabbängig davon, welcbes Tzur 
Bildung der Invarianten benutzt wird. Daber känn man weiterhin fol- 
genden Satz aussprechen: 

XII. Die drei Gleichungen 

(C) /2>(i) = {Pin) y Pw) ; ipw = (P(8) , Pil)) ; iPiz) = J^{P(i) , 2>(2)) 

sägen aus, dass die Form Po) + pli) die Krummung K hesitzt. 
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. § 17. Ist D-4 — I, 80 ist nach (28): 

also bei passender Bezeichnung 
Damit wird 

(^ . P(i)-P(i)) = I- 

Die letztere Bedingung ist nach (23') hinreichend dafur, dass -4^j)(i) ein 
vollständiges Quadrat wird. Die Form 

(29) {Po)y^) = 



\KÄ~zz) 



genugt ihr identisch, wenn z eine beliebige lineare Form, nlir kein Teiler 
von A ist. Ist 5 von z linear abhängig, also ~z^=^f.z^ so ist 



(a yx) (z, x) 



yJ{A,zz) y/{A,zz) 

Durchläuft also z alle linearen, von einander unabhangigen Formen, aus* 
schliesslich der beiden Teiler von A, so ergiebt (29) alle Formen |)(,), 
fUr die {A y p^^^p^^^^) = i ist, und jede nur einmal. Aus (29) folgt weiter: 

(29') (jP(2) jx) = —{Ay p^.^x) = — (^ , zz) ' {A , zx). 

Durch Diflferentiation folgt weiter aus {p^i^ , ^) = o: 

(Ml) y ^) = {^^ y Pil)) = (4 y ^^) * [^^ ^ ^)- 

i_ 

Nun ist {dp^^) , z) = (jP(2) , z){P(ji) , du) und (p^,) , z) nach (28') gleich — {A , zzY . 
Schreibt man noch x fClr du, so folgt: 

(29") (2?(8) ,x) = —{A, zzY^ (Z , zx). 

Die Ausdrticke (29 bis 29") erf ollen also die Gleichungen (28 bis 28") 
identisch. Sie enthalten drei verschiedene Linearf ormen, nämlich ^ , ^"^ und 
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'z. Will man ausser z nur noch äne, zunächst willkährliche Form r 
benutzen, so hat man (i8') anzuwenden und erhalt: 

(;>(») » a;) . sl{A , zzp ,r) = —{A, zr){z ,x) + {Ä, ez){r , x), 
iP(i) ,x).{A, zz){z ,r) = — {Z, zr){z ,x) + {Z, ez){r , x). 



(29'") 



V. 

§ 18. Wenn die lineare Form {p y du) ein exaktes Diflferential dp 
ist, so nennt man ihre Invarianten mit Ä »Diflferentialparameter von py>. 
FQf einige derselben hat man besondere Bezeichnungen eingeftihrt, und 
zwar: 

In Analogie hierzu känn man noch 

setzen. Es ist dies dieselbe Invariante, die Hr. Weingarten in der Preis- 
schrift' mit Ip bezcichnet hat. 

Ist gleichzeitig {qfdu) = dqy so setzt man noch 

{A,pq) = A{p,q);' {p,q)^ 9{p,qV 
Nach (22) ist 

(30) A,pA,q—A\p,q)= e\p,q). 

FQr ^jjp hat man die Darstellung 

Dieselbe ergiebt sich aus unsern Entwicklungen folgendermassen: 



* Bei Darboux — ap , bei Weingarten, Preisschrift, 9p , 

* pag. 20, Gleich. 1 5. 

* Bei deo lulienischen Mathematikern V (p > 9)* 

^ Dabboux, 1. c. 
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Es i st e?''jp = Vi?, also 

((?«p , x) = {dp , '"o;) = {P"Ä , xdu) 

und damit nach (i6') 

I{'p) = 3I{P'A) = {A,F), . 
w. z. b. w. 

FQr A„p giebt Bianchi ^ ohnc Beweis die Formel 

(31) 4^,,pA,p=2A,pA{p, A,p) — A,A,p. 

Man hat aber 

d{A, pp) - 2(Ä,pdp) « — 2((?p, -p) c= —2{P,'pdu). 

Setzt man fQr rfw jp,"p öder ''p, so folgt: 

(32') {^{A,pp),p)^-2{P,'pp), 

(32") (^ ' ^ (-^ ' ■P^)p) = 2 (^ ' "^"^)' 

(32'") (^P,p~{A,pp)j = 2(P,-i>''p)= 2('"p/;,) = (P,P)(J[,|,^). 
Aug (32") folgt zunAchst nach (23) 

(32) ^A(i>, Aip) = A,i)A,p— A„p. 

Ferner hat man nach (22)^ da P eine symmetrische Form ist, 

{p,''p'p)iP,pp)-{p.'ppy^{A,ppyl{p,p), 

öder nach (32") und (32') 

i A(i?, Aji?) A,,p — ^ e'(p, A,2)) = A]p. A„p. 

Hierin hat man nur 9 und Aj, nach (30) und (32) auszudrticken, um 
(31) zu erhalten. 

Unter der Annahme {pydu) = dp lautet noch (32'"): 



^S■'-t^) = =^"*^^ 



V Lexioni di geom^iria differenxiaie. Kap. II, Öleich, (26"), 
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und, wenn man die linke Seite ausschreibt, 
(33) 2A„^AjP - 

T^l^^^du/ 9w, ^^^\du, ati, ^ du, du, / "^^"öwi du, J 

• - . 

Diese Formel scheint bisher noch nicht angegeben worden zu sein. 

§ 19. In den Ausdröcken (29 — 29"') hatte z dié Repräsentanten 
der Glassen abhängiger linearer Formen zu durchlaufen, ausschliesslidi 
der beiden Teiler von A. Diese Beschränkung bedarf kaum der Er- 
wähnung, weil in diesem Falle die Formeln durch das Verschwinden von 
{ÄjZz) bedeutungslos werden. 

Man känn aber als Repräsentant irgend einer Klasse linear abhängiger 
Formen stets ein exaktes Differential wählen und demnach z alle reelle linear 
unabhängigen Differentiale dz durchlaufen lassen. Dabei durchläuft z selbst 
alle von einander unabhängige Funktionen zweier Variabeln; r sollte irgend 
eine von z unabhängige Covariante von z sein. Setzen wir fest, dass r 
ein exaktes Differential da ist, so ist a eine von z unabhängige Invariante 
von z. Die einfachste Invariante von z ist Ajjer. Wählen wir daher, 
vorausgesetzt, dass A^^^ keine Funktion von z allein ist, (r,rfw) = rfAj^f, 
so gehen die Formeln (29) und (29"') unter Beachtung von (32'") Qber 
in folgende: 

(jP(i) , du) = 



(D) 



CPw , du) 



n/Ai« 

— A(«, A,«)d» + A,i?dA,z 



(^^3^ , du) = -2A„^A>^^^^ 



Diese Ausdrttcke werden auch dann bedeutungslos, wenn A^jSf eine Funk- 
tion von z allein ist, d. h. sie stellen alle Formen ^j , p, , p^ dar, die den 
Relationen (28 bis 28") gentlgen, ausgeschlossen den Fall, dass [p^ydu) 
ein exaktes Differential ist. 

Aus den Sätzen X und XI folgt nun, dass man alle Tripel von 
Formen, die die Bedingungen (C) erfttUen, herstellen känn, indem man 
sich alle Formen der Krttmmung K angeschrieben denkt und sie in all- 
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gemeinster Weise als Summen zweier Quadrate, P(i) + /?(2)> darstellt, wobei 
(P(i) , jP(2)) = I zu nehmen ist. Dann genttgen näralich jP(,) , 2?(2) und 

Pn) = — ^P{\) • JP(i) — Ipm • P(2) 

den Kelationen (C). 

Die Formen der Krttmmung K ordnen sich aber in Schaaren äqui- 
valenter Formen, d. h. solcher Formen, die durch Transformation der 
Veranderlichen in einander tlbergehen. Zu jeder solchen Schaar gehört 
die Gruppe der Substitutionen, die die Formen der Schaar und damit 
die zugehörigen Tripel jP(,) , p^^-^ , 2>(8) in einander tlberftthren. Infolge ihrer 
Invärianz stellen mithin (unter der Beschränkung Ip^^>^ ^ o) die Gleichungen 
(D) sämtliche zu einer Schaar gehörigen Tripel jP(,) , p^^^ , p^^^ dar. 

Hier tritt nun ein wesentlicher Unterschied zwischen dem Falle eines 
veranderlichen und eines constanten K auf. Im ersten Fall giebt es unter 
den Formen der Krtlmraung K unendlich viele Schaaren, aus jeder Klasse 
(d. h. Gesamtheit äquivalenter Formen) ausschliesslich der Klassen con- 
stanter Krttmmung eine, und die zu einer solchen Schaar gehörige Sub- 
stitutionengruppe umfasst niemals die Gesamtheit aller Substitutionen. 

Ist dagegen K eine Constante, so besteht die Gesamtheit aller Formen 
der Kriimmung K aus einer einzigen Schaar, da diese Formen eine Klasse 
bilden. Die zugehörige Substitutionsgruppe umfasst daher alle Substitu- 
tionen. Im Falle K = const.j und nur in diesemy stellen also die Formeln 
(D) alle Formen dar, welche die Relationen (C) und Ip^^^^o er fullen. 



VI. 

§ 20. In dem singulären Fall ip(|) = o muss sich naturgemäss der 
gleiche Unterschied zwischen veränderlichem und constantem K geltend 
machen. Befriedigt man durch den Ansatz 

(34) (P(i) y du) = dpy (|)(,) , du) = Xdty (|)(,) , du) ^ fidt 

die Gleichung Ip^y^ = (p^^) j P(8)) = o identisch, so folgt aus den beiden andern 

0{t , A) = fjL0{t , p); e{t ,/jl)= - XKe{t , p), 

Äcta fnathemoHea. 23. Imprimé le 12 mal 1899. 19 
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Also siiid t , p unabhangige Funktionen. Ftlhrt man sie als neue Va- 
riable ein, so folgt: 

("•) :i = /". I = - «. 

also: 

(35) p+^^ = ^- 

Ist K nicht constant, so ist es als Funktion von u^ , u^ gegeben. Wählt 

I d^Å 

man fOr Å irgend eine Funktion von p und ty nur so, dass j— , nicht 

constant ist, so ist (35) eine Beziehung zwischen pjt und u^^u^. Be- 
stimmt man noch p ^ t als Funktionen von u^ , u^ so, dass diese Beziehung 

identiscb erföllt ist, so sind die Formen (34) för M^^j' ^^^ Relationen 

(C) unterworfen. 

Ist dagegen K eine Constante, so ist (35) eine Differentialgleichung 
fttr Å, und es folgt aus ihr, wenn K^o: 

X = acoskp + b sin Jkp, wo & = y/^Ky 

und a und b von t abhangen können. Jenachdem a' + 6' ^ o öder «s o 
ist, känn X ^^ f{t)cogk{p — p^) öder A = /'(<)e**'' gesetzt werden. Indem 

noch fur ff{t)dt t geschrieben und (34') beachtet wird, erh&lt man fol- 
gende identische Darstellung der Formen i>a) »i^cs) > P{z) ^™ Falle £"= const.^o, 
IPix) = o: 

P{\) = dp> P(2) = cosk{p—p^).di, ;)(8) = —ksink{p — p^).dty 

(DO I . Po=Po{i)y 

^ ' öder 

Der Fall iT = o bietet keine principiellen Schwierigkeiten. Der Voll- 
standigkeit wegen sei angeftihrt, dass entweder 

Pi}) = dpy i)(,) = (jP — f(t))dty i?(,) = rff, 

oder 

Pi\) = dPj i>(2) = dty P(,) = O ist. 
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VII. 

§ 21. Die Relationen (C) treten bei der Betrachtung orthogonaler 
Systerae, die von zwei öder mehr Veränderlichen abhängen, wieder auf. 
Sei (XW) ein orthogonales System. Componiert man es mit dem System 
seiner Differentiale, {dXf^)^ so erhalt man die unendlich kleinen Grössen 

A 

Infolge der Orthogonalitatsbedingungen 

ist 

(36) dXf^ = Tp^X^^\ 

und aus der anderen Reihe, 

folgt durch Differenzieren : 

(37) Pik + Pki = 0. 

Es bietet sich auf verschiedenen Gebieten die Aufgabe, wenn die p^ (als 
lineare Formen der DiflFerentiale der Variabeln) gegeben sind, die Xf^ 
aus den Differentialgleich ungen (36) zu bestimmen. Dabei gilt der Satz: 

XIII. Giebt es ein orthogonales System ^ ivelches den Gleichungen (36) 
genugt, so giebt es fur jedes (orthogonale) System von Anfangswerthen ein 
solches und nur eines. 

GenQgt namlich das System {Yf^) den Gleichungen (36), so folgt fttr 
die Grössen X^^^ = HaxaY^\ wenn die a^^ constant sind: 



/*,* 



^nd wenn umgekehrt die Systeme (Xf^) und {Yf^) beide (36) erfQllen, so ist: 

ZrxwrfF^/*) + rfxf) Y^^) = llpaXi'^ Y^^ + ^paXf^ r.^^> = o, 

i t,* i,k 
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also 

wo axft constant ist. Da das System {ai^ aus den orthogonalen {Xf^) und 
(FJ^y zusammengesetzt ist, ist es selbst orthogonal. Somit erhält man aus 
einem particulären Integral von (36) das aUgemeine durch ComposUion mit 
einem willkurlichen constanten Orthogonalsystem. Damit ist Satz XIII aus- 
gesprochen. 

§ 22. Wenn das System Xf^ von zwei unabhängigen Variabeln 
Wj , iij abhängt, so erfordert das Bestehen der Gleichungen (36) das Er- 
falltsein der Integrabilitätsbedingungen fQr die dXfK Die pi^ sollen als 
lineare Formen der dux mit {r^ij^^ , du) bezeichnet werden. Dann ist 



d. h. 



= 2:X(/>{ir(a) + 5:(r(,;) , r^,,^] = o, 



I'^{ik) + ^ y\u) > ^(a)) — o. 



Die Betrachtung werde jetzt auf ein dreireihiges Orthogonalsystem bc- 
schränkt und 

(37 j ^(28) = ^(32) = ^(1)> ^(81) == ^(18) = ^'(«)J ^02) = ^(21) = ^(8) 

gesetzt. Dadurch werden die Integrabilitätsbedingungen zu 

Sind die beiden Seiten der drei Gleichungen ftlr sich null, so lassen sich 
die Gleichungen (36) auf den Fall einer unabhängigen Veränderlichen zu- 
röckföhren und sind dann, wie später zu zeigen ist, stets integrabel. 

Unter Ausschluss dieses Falles werde angenommen, dass (r^,) , r^j^) 
nicht null sei. Dann ist r^) vermittelst der beiden letzten der Gleichungen 
(C) nach (18') durch r^^) , r^^ eindeutig bestimmt. 

Existiert also ein orthogonales System, welches die beiden Gleichungen 

(36') - 2: XWrfZW = (,>, , du), S X(^)rfi« = (,(,) , du) 
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erfttUt, 80 ist auch 

(36") 2:XWrfX« = (r(,),ci«) 

und damit allgemein (36) befriedigt. 

Setzt man aber r^,) = — ^(,), r^^^ = p^^^y r(,) = p^,), so sägen die 
Gleichungen (C*) nach Satz XII aus, dass die quadratische Form r^,) + r^,) 

die Kröramung i besitzt. Nach einem Satz des Hrn. Weingarten^ exi- 
stieren aiso drei Funktionen X^^^ , X^^^ , X^i^ welche die beiden Bedingungen 

(38) 2:xi*>xf> = i, 

(39) Lrfxwrfxw = (»•(,) , duy + (»•(.) , duy 

erföllen. Infolge der Unabhängigkeit von r^^^ und r^,) känn man aber 
(40) rfXW = XW(r(,) , du) - X</>(r(,) , du) 

setzen, wobei nach (18') 

(40') X(/) : Z(/) : I = (^ , n,) : (?f^ , r,,) : (r,, , r,,,). 

Die so definierten Grössen X[^^ , X^^^ erfuUen mit Jf ?^ identisch die Orthogona- 
litåtshedingungen, wie man z. B. erkennt, wenn man (40) auf (39) und die 

aus (38) folgende Gieichung SX^/^rfX^^^^ = o anwendet und beachtet, dass 

die Coeflficienten der r^,^ einzeln verschwinden miissen. 

Aus (40) ergiebt sich dann aber unmittelbar (36'), also gentlgt dieses 
System den Gleichungen (36), d. h.: 

XIV. Die Bedingungen (C*) sind notwendig und hinreichend fur die 
Existenz orthogonaler Systeme, die den Gleichungen (36) genugen. 

§ 23. Die Bestimmung der Grössen X^i^^ erfordert nach dem er- 
wahnten Satz des Hrn. Weingarten die Integration zweier gewöhnlichen 
linearen Differentialgleich ungen zweiter Ordnung. 

Man känn dies noch auf andere Weise erkennen. Die Diflferential- 



^ Crelles Journal, Bd. 94 udgL 95. 



150 



Gerhard Hcssenberg. 



gleichungen (36) lauteii ausgeschrieben, unter Weglassung des oberen 

Index : 

dX^ = (r(,) , dtt)X, — (r(,) , du)X^ ; 

dX, = (»•(,) , du) X, — (r(,) , du) X, ; 

dX^ = (r(,) , du)X^ — (*•(,) , du)X,. 

Setzt man, um die Gleichung 2X* = i identisch zu befriedigen, 



X^ = 



^ + y 



X. = 



x — y 






RO erhält man nach einiger Rechnung statt der drei angeschriebenen Glei- 
chungen die eine Riccatische, der x und y gentigen: 



(41) dr^ = l {(r(2) — iV(,) , du) + 2 (r^^ , du)x — (r^,) + ir^,^ , rfw)a;'}. 



Hängen die r(i) nur von einer Variabeln ab, so sind för die Integrabilität 
von (41) keine weiteren Bedingungen erforderlich. Im Falle zweier un- 
abhängiger Veränderlichen zerfnUt die Gleichung in zwei gewöhnliche 
Differentialgleichungen nach je einer der Variabeln, und diese känn man 
(als Riccatische) leicht in bekannter Weise auf lineare Differentialglei- 
chungen zweiter Ordnung zurttckftlhren. 

§ 24. Bezeichnet mari die Form rj^) 4- ^"(% ^^it Gi und wählt T so, 
dass (r(5),r(8)) = i wird, so ist {Gi , xr^^^) = (r^^^ , a;), also nach (40') auch 

Xf^=(Gi, — -r^»X FQhrt man also mittelst der Formeln (D) 



•'•(8) = —PW = 

ejn, so wird nach (40') und (D): 



dz 



^/A^^ 



(E) 



I 






v^A.. 



X« = 



Va.^ 



»■(») = 



**(«) — 



'•(O = 



dz 



— A (g» Aig)^g + Aissd^^z 
0(z , Ai^) . Ai« 
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also 

(43') ^{^ , (i(i)P){^ j «(»)?) = (^ y PQ)' 

Mit (42) folgt au8 (43) far ein beliebiges h: 

(44) 2: [{A , a^i^p) + h . a,]{a^i^ , ^) = (i> , ^), 

nnd dies ist die allgemeiDste Darstellung von p durch at^,) , a^^^ , a^j) • 

§ 26. Ist nun A speciell als Bumme der Quadrate dreier exakten 
Differentiale 

dargestellt, so ist A — ^^,) = z^^^^ + ^(V ^ine Form der Krtlmmung nuU ; 
und umgekehrt: ist die Krttmraung von A—zl^ nuU, so känn man durch 
eine Quadratur zwei Differentiale da^ und dz^ bestimmen, so dass 

A ^(1) = ^(2) + ^(8) 

wird. 

Um die Krttmmung von A — z^^^ zu berechnen, sei, wie in (29), 

gesetzt, was im allgemeinen, und, wenn Realität verlangt wird, stets 
möglich ist. Dadurch wird för z = z^i^, C= Cj = yji —(Ä , zz): 

{A , xx) = (p(i) ,xy + (i?(,) , xy, (/?(!) , i)(2)) = I , 

{A yxx) — {zyxy= (?(,) jxy + (?(,) , a;)^ (y(,) , ^(2^) = C, 

wobei 

Nunmehr ist nach (24) 
weil ja (;; , du) ein exaktes Differential sein soll. Mithin ist 
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und daraus nach (C), weil g^^^ = p^^y. 

9(.t) = ^Pw und J^(,) = i ii:, _ 1 ^p^,^ , y . 

Es war 

(^ , ;?4r) = I — (T; 

somit ist -i— ^= — 2<rr^ und nach (29") und (32'") 

r« ♦ W ~ 2C. (^ , a^ \^ ' ^~ä;r~; - ~c^' 

Wir erhalten mithin fur die KrQmmung von A — dz' den Ausdruck 

und damit den bekannten Satz: 

XV. GenUgt z der Differentiälgleichung 

(F) A„^ = Ä,(I - A,;^), 

und ist Ajjgf^ I, so känn man durch Quadraturen zwei Funktionen x^y 
bestiminen, derart dass {A , dudu) = dx^ + dy^ + dz^ wird. 

Ist A^z = I, 80 ist nach (33) A„^ = o und (F) erfQllt Anderer- 
seits ist die Discriminante von A — dz^ null, d. h. 

« 

(-4 , dudu) = dz^ + {p 9 dudu), 

wo p nur im Falle K^ = o ein exaktes Diflferential sein känn. Die Diflfe- 
rentialgleiehung besitzt also Integrale, die zu dem Deformationsproblem 
in keinerlei Beziehung stehen. Ausserdem werden die Funktionen x und 
y nnr dann reell, wenn A^z < i ist. Nach irgend welchen bekannten 
Methoden ist die Gleichung nur in dem fast trivialen Fall K^ = o zu 
integrieren. 

IX. 

§ 27. DifiFerentiiert man beide Seiten der Gleichung 

{A,xy)=T{z^f^,x){z^i^jy\ (1=1,2,3) 
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dröckt dz^i^ durch Z^- aus und schreibt ^ för dUj so kommt: 

Z(Z,. , xp){z^i^ , y) + Z(Z,. , yp){z^f^ , x) = o. 

Vertauscht man p j x j y^ so folgt aus der Symmetrie der Formen Z<: 

T{ZiyXy){z^i^,p) = o. 

Da die Gleichung (42) die einzige lineare Relation zwischen den Formen 
a^^-^ ist, muss 

(45) . (^i j ^«/) = — Ci{C , xy) öder {dz^,^ , x) = — Ci{C ^ xdu) 

sein, wobei auch C eine symmetrische Form ist. Sie wird in der Flächen- 
theorie als zweite Fiindamentdlform bezeichnet und lässt sich als: 

(45') (C , xdu) = ^dCi[z^f, ,x) = — SC(Z^ , xdu) 

darstellen. 

Das Differential dd sei mit (^^^ , du) bezeichnet. Damit ist 

(^(1) , du) = (0X2) , ^(8)) + (^(2) , ö^B)) = — C^{G , z^x^du) + ^{G , z^^^du). 
DrUckt man die d durch die z^i^ aus und beachtet (-s^u-) j ^(o) = o, so wird: 



8 



(^(1) , du) = ~ Z [z^^^ , ^(,))(C , z^f^du) = Z (^<,) , ^(,j)(^,,^ , ^rfw) = (^ , %)^rfw), 
also allgemein: 

(46) (^co , a?) = — (^co , "^a:). 

Hieraus ergiebt sich nach (23) und (43'): 

Z(^(,^, a;)' = {A,'x'x) = {A,C){Cy xx) — Dc{A,xx). 

Diese Form, welche das Quadrat des Linienelementes der Gauss'schen 
Kugel darstellt, sei mit {G , xx) bezeichnet. Man findet leicht: 

1{G , G) = Dg = {Dc)\ 

I)c sei mit K bezeichnet und der Fall K=^o von der weiteren Betrach- 
tunoc ausoreschlossen. Dann ist mit A und C auch G bekannt, und die 
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Bestimmung der Ci erfordert die Integration der im VIP*° Capitel er- 
wähnten Riccatischen Gleiehung. Hiermit hat man auch die Formen z^^^] 
denn aus (46) folgt, indem man ''"x för x setzt: 

(46') (^(,, yx) = — K-'Cz,,^ , -a;) = — K-\A , %^x). 

Diese AusdrUcke erftillen identisch die Forderung 

§ 28. Die angegebenen Schritte sind dann und nur dann ausftkhrbar, 
wenn die Ausdrtlcke (46') integrabel sind und Ä ^ = i ist. Um die Be- 
dingungen dafUr aufzustellen, ftihre ich neben den in bezug auf A aiich 
die in bezug auf G gebildeten Invarianten ein und unterscheide sie durch 
einen Strich ' von den ersteren. Da Dg=E^j känn T' = KT gewählt werden. 

Zunftchst folgt aus (46'), indem man för x links Kx, rechts - — "o? 

einsetzt: 

K\z,^ ,x) = {Ä, Vx) = {G , z,,^^x). 

Von den Systemen Zf^^^ ,Z(^j Ay G und C sind die mit lateinischen Buchstaben 
zu schreibenden Coefficienten von der speciellen Wahl von Tunabhängig 

definiert. Daraus ergiebt sieh, dass auch (z^i^yx) = ^Zi^x^x T nicht enthält, 

Avahrend in ((?,^/a?) T' im Nenner steht (ef. § 10 und 11). Daher lautet 
die letzte Gleiehung, mit T' = TK in Bezug auf G gebildet: 

(46") (% , ^y = (G^ , ^(o^^y. 

Die Integrabilitatsbedingung von z^^ ist erfQllt, wenn {d'z^^^ , x) eine sym- 
inetrische Form in x und du ist Nun ist ffG = o, also 



(46'") (<?X.-, , ^y = (0= , 0-z^^'xy + {G , ^^^"x)'. 

Aus der Definitionsgleichung von G, 

känn aber genau wie in § 27, Gl. (45, 45'), geschlossen werden, dass 

(o%-,,a;)' = — C(B,a;rf«)' 
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sein muss, wenn 



I .- 



C; = (^w,%)y = ^(%),^(,)) u- B. i. und {B,xduy = TdC'i{z^i^yXy. 



K 
Nun ist nach (46) 

also allgemein Ci = C> ^* b- J5 = (? und 

Damit wird die erste Form der rechten Seite in (46'") zu 

jedenfalls also Bymmetrigch in Bezug auf x und du, und es bleibt die- 
selbe Bedingung noch fttr (ö, z^^^^'''xy = — {d'Cy ^z^i^x)' zu erftillen. Da xinter 
den drei Formen ^i(,^ zwei linear unabhangige sind, känn ein beliebiges 
System y fttr ^'^ gesetzt werden, so dass endlich die Integrabilitat der 
Ausdrttcke (46") durch folgende Identitat bedingt . wird : 

(G) {å[C,yd,uy = {o%C,yd,uy. 

§ 29. Ura K^ zu berechnen bringt man am besten die drei Formen 
AyC y G auf die gemeinsame Normalform. Man ttberzeugt sich leicht, 
dass dabei 

^ = Kl) + P(2), (P(l) , Pi2)) = h 

G = XIpI^ + A?K2) 
wird. Es ist nämlicb nach § 13 

womit sich aus 

G = {A , C)C — KA 

der gewttnschte Ausdruck fttr G ergiebt. 



tTber die InvariaDteD binirer Differentialformen. 157 

Setzt man noch 

9(1) = ^iPi\)9 9ci) = ^P(i)> 



so wird 






G = gli) + gl,)y (y(i)y(2))' = 1, C= fi^ql^ + n^qy^ , A = fi\ql^ + fj^gl^y 

Die algebraische Beziehung zwischen den drei Formen ÄyC^G igt olso 
symmetrisch in Bezug auf A und G. 

Zunftchst ergiebt sich, wenn (28') auf ?(i),j(i) angewandt wird, aus 



{C , xy)' = Z {p^^ , y)'(?(^) , xy : 
also 

((?;c, xd.uy — (o";c, a;rf,w)' = 

Da dieser Ausdruek nach (G) null ist, niQssen die Coefificienten von j(,) und 
^(2) einzeln versshwinden. Beachtet man dabei, dass p^^ = /ipQ^p) und 

(?W , ?(S))' = 1%), (?(3) , ?(!))' = 1%) 

ist, 80 kommt: 

öder, da 

(47) Ip = K. Fp ist: 

d. h. nach (28") und (18') 

Da diese Bedingung mit (G) gleichbedeutend, andcrerseits aber vollkommen 
symmetrisch in Bezug auf die Formen A und G ist, gilt (G) auch, wenn 
die Operation d' durch d er setzt wird. Die Formel (G) ist identisch mit 
den sogenannten Codazzisclien Formeln. 
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Nach (G') ist nunmehr 
d. h. nach (47): 

woraus sich, da, K^ = i sein soll, die Gauss^sche Relation 

K=K, 
ergiebt. 

Damit erhält man folgenden Satz: 

XVI. Zu Jedem Tripd von Funktionen z^^ z^,z^, wélche die Bedingung 

dz\ + dz\ + dz\ = [A , dudu\ [K, > o) 

erfuUeny gehört eine symmetrische Form C, wélche den Relationen 

Be = K^, 

{d^C , xd^u) — (^iC , xd^u) = o 

genugt, und umgékéhrt. Die Bestimmung der dzi aus A und C erfordert die 
Integration einer totalen Biccatischen Differentialgleichung. 



X. 

§ 30. Wenn man A auf zwei verschiedene Weisen als Summe dreier 
Quadrate dargestellt hat: 

{A , xx) = Z(a(,^ , xy = ^{z^i,^ , x)\ 

so existiert ein und nur ein orthogonales System der Determinante + i, 
welches die Bedingungen 

(48) za, = Sff,,:^'/' 

erfttllt. I^ach (44) inuss dabei 

* Weingarten, Festsclirift der techo. Hochschule zu BerliD, 1884; pag. 
25, Gleich. 13. 
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und aus Symmetriegrtinden (weil auch a^i^ = ^X\^^z^^i^ ist) 

sein. Die Orthogonalitätsbedingungen reduzieren sich nach (42) und (43') 

auf 

Ä' = I, 

und man rechnet leicht nach, dass h der Wert der Determinante des 
Ort.hogonalsystems ist. 

Umgekehrt folgt aus den Orthogonalitätsbedingungen wieder: ^zlx)=^(ilo > 
80 dass durch den Ansatz (48) die Forderung ^zlx) = -4 in allgemeinster 
Weise identisch befriedigt ist. Damit föhrt das Deformationsproblem auf 
die Aufgabe, alle orthogonalen Systeme zu hestimmen^ fUr die die Formen 
z^x) i^ (48) exakte Differentiale dzx werden. 

Die Integrabilit&tsbedingungen der z^x) werden unter Einföhrung der 
Formen r^^) des siebenten Kapitels zu 

la^i^ + Z(a(,) , r^,,^) = 0, (i, Ä = i , 2 , 3) 

öder ausgeschrieben: 

(49) -^«(i) = («w y ^8)) — K«) » n^)); J^^w = (S) y ni)) — (^(1) y ^8)); 

Ausser diesen algebraischen Gleichungen unterliegen die Formen r^,^ noeh 
den Gleichungen (C). Und umgekehrt, wenn drei Pormen r^^ den Gleich- 
ungen (C) und (49) genögen, so existieren orthogonale Systeme, die (36) 
erfnllen, und för alle diese Systeme sind die Formen 

(z^x) j du) = Z {a^^ , du) Xf^ 

exakte Diflferentiale. 

Ferner gilt folgender Satz: 

XVII. Kennt man von dem zu einer Lösung z^i) , ^(j) , £?(,) gehörigen 
Orthogonalsystem drei Grössen mit demselben unteren Index {etwa i ), und sind 
derselben von einander unabhdngige Funktionen^ so kennt man auch die 
ubrigen Grössen des Systems und damit z^^) > %) wnrf z^^^ selbst 

* Cf. Darboux, Bd. I, Cap. VII. 
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Zun&chst ist n&mlich die Discriminante von 

{G, , dudu) = ZrfX^rfXf) = (r^,^ , duy + (r(,) , du)' 

nicht null ; daher giebt es unendlich viele Paare g^^^ j g^g^ von unalihängigen 
Formen, för die 

Gi = gU + 9\ty 

Dröckt man die r^-,) , r^,) durch ein specielles solches Paar linear ans, so 
bilden die Coefficienten wegen 

^(Q) + ^(8) = gli) + 9%) 

ein orthogonales System, so dass man 

^(2) = 9 Cl) sin ^ + ^(8) cos j?; r^j) = — ^^w cos 9 + g^t) sin ji? 
setzen känn. Durch 

^^(i) = («(2) y ^(8)) — («(8) ' ^w) 

ist dann ^ und damit r^^^ und r^,) selbst zweideutig bestimmt. Nach (40') 
findet man daraus unraittelbar die andern Reihen des Systems, w. z. b. w. 

§ 31. Die Zweideutigkeit beschrftnkt sich auf das Vorzeichen der 
r^^ , wenn la^^^ = o ist. Diese Thatsache fflhrt auf zwei besonders ein- 
fache Specialisierungen, indem man entweder auch la^^^ und ia(s), öder 
aber a^^^ selbst als identisch verschwindend annimmt. Im ersten Fall wftre 
in dem Tripel a^y^ , a^^^ , 0(8) <^ine particul&re Lösung der Aufgabe von vom- 
herein bekannt. Dies entspricht auch voUständig dem geometrischen Sinn 
des Deformationsproblems, bei dem es sich um die Biegungen einer i>ge' 
gehenen Fläches> handelt. Da auch zugleich die Gleichungen (49) homogen 
werden, diirfte die Untersuchung dieses Falles vielleicht lohnend sein. 

Unter der zweiten Annahme, dass eine der Formen a(o, — und zwar 
sei dies jetzt a^j) — identisch null sei, geht zwar die Symmetrie der 
Gleichungen (49) verloren, daför aber bestimmen die beiden ersten, 

r^,) voUständig, und zwar ist r^^^ dieselbe Form, die im IV*^ Capitd fftr 
«(,) =l?(i), 0(2) =i^(«) niit ^(,) bezeichnet war, also auch Ir^^ = Ä.. 
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Ist aber r^,) t>ekannt9 so ist auch die zar Darstellung des orthogonalen 
Systems durch die Formeln (E) dienende Hulfsfunktion z als Funktion 
von Wj , ttj definiert. Und zwar muss z = const. das allgemeine Integral 
von (r^j) , du) = o sein ; aber z muss nicht die allgemeinste Funktion sein, 
die diese Bedingung erfttllt; denn die allgemeinste Funktion ist ^{z)y 
und diese liefert dasselbe orthogonale System, wie z. 

Hat man fur z eine specielle Wahl getroffen, so ist nach (E) das 
Quadrat tr des zu z gehörigen Multiplicators von /^j) gleich der in Bezug 

auf die Form G^ = ^äXf^dX^^^ zu bildenden Invariante A^Zj vorausge- 

setzt, dass die Discriminante von G^ nicht null ist. 

Um die Formeln (E) anwenden zu können sei wieder der Fall Ä], = o 
ausgeschlossen. Dann ist r^) kein exaktes Di£ferential und z und A^z = a 
sind wohlbestimmte, unabhangige Funktionen z{u^ , tt^), (t{u^ , w,) von u^ 
und w,. Daher sind die X^^^ auch Funktionen von z und txy und um- 
gekehrt sind z und a Funtionen zweier der X^i^ öder t^berhaupt zweier 
unabhängiger Parameter x^yX^j durch die man die X\^^ so dargestellt hat, 
dass die Summe ihrer Quadrate identisch i ist. Dann gilt aber der Satz: 

XVIII. Kennt man z als Funktion von x^ , x^y so kennt man das ganze 
orthogonale System und die zugehörige Lösung z^i^ , z^^^ j z^g^ . 

Man kennt nämlich G^ in seiner Darstellung durch x^ , x^y also mit 
z auch o = A^z als Funktion von x^ y x^. Damit kennt man, den funk- 
tionalen Zusammenhang zwischen den u und den tr, d. h. man kennt 
die X\^^ und nach Satz XVII öder durch die Formeln (E) das ganze System* 

§ 32. Es bleibt noch die Frage: Wie darf z (ds Funktion, von x^yX^ 
gewählt werdeHy damit es wirklick zu einer Lösung des Problems géhört? 

Die Darstellung des orthogonalen Systems durch (E) befriedigt die 
Orthogonalitatsbedingungen und die Gleichungen (C) identisch. Durch die 
Annahme z = z[u^y wj, A^^ = a{Uy^ , u^ wurden die Gleichungen 

^ö(i) = {Pm y ^(8))i -?^(!») = (^(8) ; «(')) 

erfiillt. Es bleibt also nur noch: 

(49') Kl) y *•(.)) — («w y ni)) = o- 
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Fuhrt man in Ä z und a als neue Ver&nderliche *ein, so werde 

(«(,) f du) = adz + ad(Tj 

(a(2) , rfw) = bdz + pdtTj 

wo a , a ^ b , fi bekannte Funktionen von z und a sind. Dann lautet (49') 
dus<yeschrieben und mit 0{Zj A^z)yJ^^z multipliciert: 

^ vAi« 

worin die Invarianten aus der Form G^ in x^ , x^ gebildet sind und för a 
aberall A^xr zu setzen ist. Hiermit folgt der Satz: 

XIX. Zu jedem Integral z der Bifferentialgleichung (W), fär weJches 
A z eine von z unahhångige Funktion istj gehört eine Lösung des Deforma- 
tionsproblems, fur die die Form G^ des zugehörigen OrtJiogonalsystems eine 
nicht verschwindende Discriminante besitzty und umgékehrt. 

Wenn also Lösungen des Problems existieren, för die die Discrimi- 
nante von (?j nuU ist, so werden sie durch die Integration der Differen- 
tialgleichung (W) nicht gefunden. 

Die Differentialgleicliung ist zuerst von Hrn. Weingartbn in der Preis- 
schrift aufgestellt worden. Sie lässt sicb, wie Herr Weingabten ebenda 
jfczeigt hat, f (Ir sUmtliche bis jetzt bekannten Falle, in denen das Deforma- 
tionsproblem vollst&ndig gelöst ist, nach bekannten Methoden integrieren, 
far das Rotationsparaboloid z. B. durch Zwischenintegrale. 

§ 33. Herr Weingakten bezeichnet die EinfQhrung der Variabeln z 
\md a in die quadratische Form A als Reduktion der Form. Das Kri- 
terium, ob die Form {adz + adaY + [bdz + fidaY reduziert ist, und ob zu 
der Zerlegung in zwei Quadrate die Form (r(,),rfw) = — r/;8f:y'^ gehört, lautet 

öder ausgeschrieben : 

aa aa __ y9 , 96 a^ a 

Das Kriterium, ob eine noch nicht in Quadrate zerlegte Form A redu- 
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ds 

ziert ist, d. h. ob in ihr r^g^ = = gewählt werden darf, ist nach 

Satz XI: 

^^8) = ^a öder T.K^ = -^^ . 

2yJ(j 

Die zugehörige Zerlegung ergiebt sich nach demselben Satz durch eine 
Quadratur. 

Aus einer nicht reduzierten Form {A , dudu) känn man durch eine 
Quadratur jederzeit eine reduzierte herstellen. Wahlt man nftmlich r8^, = o, 
d. h. 

so wird wegen /r(8) = K^ 

^ = TK^, r,,! = fTKJu,. 

Filhrt man also 

— » 



z = ttj, 



[jTKJu^ 



als neue Variable ein, so wird, wie verlangt, r^^) zu =, bei geeigneter 

Definition der Vorzeichens von y/^. 

Diese Reduktion und Zerlegung einer gegebenen Form durch Qua- 
draturen ist in der a. v. S. angeftihrten Arbeit des Hrn. Weingarten in 
ausfilhrlichster Weise dargestellt. 



XI. 

• 

§ 34. Da durch die Integration der Differentialgleichung (W) die- 
jenigen Lösungen des Problems, för die die Discriminante von Gi ver- 
schwindet, nicht gefunden werden, so entsteht die Aufgabe, im gegebenen 
Falle zu entscheiden, ob solche Lösungen existieren, und, wenn dies der 
Fall ist, die zu ihrer Auffindung notwendigen Schritte anzugeben. Ob- 
gleich das Auftreten solcher Lösungen durchaus singulär ist, känn man 
trotzdem fur eine beliébige Form A die Reduktion und die Åufstellung der 
Differentialgleichung auf unendlich vidfache Weise so ausfuhren, dass eine 
hdiehigey vorgeschriebene Lösung durch die Integration der Differentialgleichung 
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nicht gefunden wird. Um dics einzasehen, bedient man sich am besten der 
geometrischen Anschauung. 

Da a^8) identisch nuU ist, hat man nach (48)längs der Curven (a(,),rfM)=o: 

d^, : dz^ : dz, = Xi'> : X^ : Xi»>; 

also sind die Xf^ die Richtungscosinus der Tangenten der Curven 

(«(2) j du) = o. 

Wenn nun die Discriminante von Q^ — r',) + r^i) nuU ist, so sind 
r(,) und r(3) abhangige Formen, d. h. r^^) ist durch ^(,) teilbar. Das gleicbe 
gilt von den dX^^^ ^ da sie nach (40) lineare Verbindungen aus r^,) und 
r(,) sind. Langs der Curven [r^^^^du) = o ist also dX^^^ = o, d. h.: 

Ist die Discriminante von G^ nullj so sind die Tangenten der Curven 
(a(,) ydu) = o längs der Curven (r^,) , rfw) = o einander pardlleL 

Die Curven (r^j) , rftt) = o sind also Schattengrenzen der Fläche bei 
Beleuchtung aus unendlicher Entfernung und mogen kurz als Streiflinien 
der Fläche bezeichnet werden. Auf jeder Fläche nicht verschwindender 
Krömmung giebt es oo' Streiflinien; jedem unendlich fernen Punkte ent- 
spricht eine, und längs einer jeden ist der Fläche ein Cylinder um- 
schrieben. 

Wählt n^an daher auf einer Fläche % vom Linienelement ds = y/ {A, du du) 
eine einfach unendliche Schaar Streiflinien, so un^hiillen die erzeugenden 
Geraden der zugehörigen Cylinder eine Schaar von Curven der Fläche, 
etwa {pydu) = o. Setzt man {p , du):y/A, pp = {a^^) , rfw), so ist 

und die Discriminante von G^ verschwindet, da die Cosinus der Tangenten * 
der Curven («(«), rfw.) = o nur von dem Parameter der Streiflinien abhängen. 

Biidet man also aus a^^^ und ^(2) r(8), bringt es auf die Form dziy/a 
(was ohne Integration ausföhrbar ist, wenn die Streiflinienschaar durch 
eine endliche Gleichung gegeben war) und stellt die DiflFerentialglei- 
chung fur z auf, so liefert die Integration derselben die Fläche ^ nicht, 
w. z. b. w. 

Andererseits giebt es fur jede Form ^ A Differentialgleichungen (W), 

' se. nicht verschwiDdender KrttmmuDg. 
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die sämmäiche Lösungen des Problems liefem, d. h. es giebt auf jeder 
Fläche eine Schaar von Curven, die fttr keine Biegung der Flftche sämt- 
lich Streiflinien werden. 

Wfthlt man z. B. ftlr «(,) ein exaktes Dififerential, so wird la^^^^ = o und 
r(8) durch a(,) teilbar, d. h. die Curveu (a^,) , du) = o und (r^j) , dfw) = o fallen 
zusammen. Sind aber die Tangenten der a(,)*Curven Iftngs dieser Curven 
selbst parallel, so sind die Curven Gerade, die Fläche ist geradlinig. 

Bringt man also A — was immer mOglich ist, •— auf die Gestalt 

dp' + Pdq\ 
wo P nicht von der Gestalt 

f^(?)^* + <P{9)P +X{9) 
ist, so liefern die Formen 

(a(2) , du) = Pdq 
eine Dififerentialgleichung (W), der keine Lösung des Problema entgeht. 

§ 35- Wenn die Discriminante von Gi nuU ist, ist (^(«)>^(8)) = o. 
Im Kapitel VI war gezeigt, dass man dann im allgemeinen 

{ro)ydu) = dp, {r^^)jdu) = cos{p—p^)dt, (r(,),rfM) = —s\n{p'^p^)dt 

sctzen känn, wobei p^ nur von t abhangt. Ist z = const. wieder das all- 
gemeine Integral von r^j) = o, — ^a der zugehörige Multiplikator, dann 
ist t eine Funktion von allein, ebenso p^, Durch diese beiden ist p 
gegeben; es wird 

(50 «Mi'-2'o)^l = ;^' 

also 

(51') P = Po + arcsin-^, 

wenn j- = ^ gesetzt wird. 

Es bleibt also zu entscheiden, ob zwei Funktionen p^ und r von z 
so bestimmt werden können, dass die Gleichung 
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identisch erfttUt ist. Dieselbe wird unter Beachtung der Relationen 

(^1) , du) = dp, r(2) = — cotg {p — p^)r^s)y (r^g) , a^)) = la^,^ 



zu 



(5 2) cotg {p—p,) la^,) = (a(2) • ^) , 

und, wenn man Ä als reduzierte Form annimmt, u^=Zy u^ = (t setzt und 
p nach (51, 51') ausdrtlckt, zu 

(P) (^•''- ^(S-'^) +é-/'7 + «V?^ = °- 

XX. Dann und nur dann, wenn zwei Funktionen r und p, von z allein 
der Gleichung (P) genugen^ liefert die Differentidlgleichung (W) nicht sämmt- 
liche Lösungen des Deformationsproblems. 

Die Entscheidung, ob solche Funktionen existieren, wie auch die Be- 
stimmung von p, und r erfordert in jedem einzelnen Fall eine endlichc 
Anzahl von Operationen und ist jederzeit ausftihrbar. Hat man p, und 
r, 80 sind die r^,-) bekannt, und die Bestimmung des orthogonalen Systems 
ftthrt auf die Integration der Riccatischen Gleichung in Kap. VII. Die- 
selbe wird, wenn man 



setzt, zu 

dt 



-^ = — t sin (57 + i)J, 



d. h. die Bestimmung derjenigen Lösungen, welche bei der Integration 
der Gleichung (W) verloren gehen, erfordert die Integration einer gewöhn- 
liclien Differentialgleichung erster Ordnung. 
Nach Kap. VI känn auch 



r^y^ = dpj r(2) = e^^dty i\i^ = ie'^dt 



gesetzt werden. 
Dann wird: 



ie'' = ^=, 



r 



yla 



und för (49') kommt: 
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oder nach (24): 

d. h. es muss -^ einen Multiplikator besitzen, der nur von z abhangig 

ist. Die zugehörige Riccatische Diflferentialgleichung wird zu ^ = e""*' 

fQr a; = e^'"*'''^ und gestattet die Bestimmung der (ofifenbar imaginaren) 
Flachen ohne weiteres. 

Es sei noch bemerkt, dass man durch Quadraturen beliebig viele 
Beispiele solcher singulftren DiflFerentialgleichungen (W) herstellen känn. 
Wahl t man nftmlich ^ , r und p^ beliebig, so crgiebt sich b aus (P) durch 
eine Quadratur. Denn man känn (52) auch so schreiben: 

i(cos {tv — w;J a^2)) = (a^^^ ^) sin {w — w^), 
und da — = o, ergiebt sich daraus: 

3/1 /^ ^ W 3//3_./^ ^ W ö.- /^ ^N^Po 



{b cos {p — p,)) =-{pcos{p — p^)) — p sin {p — p,) 



Aus b und y9 findet man nach (50) a und durch eine zweite Quadratur a 




§ 36. Zur Erlauterung des Vorstehenden mogen kurz einige be- 
kannte Satze tlber Rotationsflächen abgeleitct werden. Sei 

du' + F'dv' 

das Quadrat des Linienelementes einer Rotationsflache, also P eine Funk- 
tion von u allein. Wahlt man 

a^i) = PdVj a^2) = dUj 
so wird 
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also känn z = v, a = f ^j gesetzt werden, und man erhalt: 

A = Pdz^ + adP^ = Pdz^ + aP^da^ 

wo P jetzt als Funktion von a aufzufassen und P' = -— ist. Dadurch wird 

da 

(53) «(i) = Pdz , «(,) = yl~aPda 

d, h. a^P, a = o, J = o, ^=yfaP, 
und fur (W) kommt: 

(R) ^«^ = 9{^) = f^(^i^), 

wobei 

P - T- 

j^(^) = ^, also P = ce'-^^^^^ ist. 

(^ ist mithin nicht identisch null, sonst aber ganz beliebig. 

Zunachst tlberzeugt man sich leicht, dass die Dlfferentiälgleichung 
(R) Integrde besitzen känn, die mit dem Deformationsproblem nicht s zu 
thun haben. Denn wenn j^(^) fiir a=(TQ verschwindet, so genOgt jedes 
Integral von 

auch (R), wahrend doch åk^z keine von z unabhangige Funktion, vielmehr 
eine Constante a^ ist. 

Zweitens gehen bei der Integration der Diflferentialgleichung Fl&chen 
verloren. (?) wird namlich zu 

was fiir r' = o, Po = o möglich ist. p^ känn unbeschadet der Allgemein- 
heit gleich null angenommen werden, dagegen ist r von null verschieden. 
Die Integration der zu den Formen 

r^,) = dpf r(2) = cospdtj r^^y = — sin^rf^ 

gehörigen Riccatischen Differentialgleichung känn man vermeiden. Es wird 

G^ = dp^ + cos'prff^ 
so dass 

(54) X^P = cosp cos tj X^^^ = cosp sin t, X^p = s\np 
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gesetzt werden känn. Fiir die andern findet man aus dX^^^ = X^^^r^^^ — XJ^V^i): 

X^i^ = — sin^, X^2^ = sin^^cos^, 
Xf^ = costy X^2^ = sin psint, 

Beachtet man noch, dass sinp = i :r^/^, r = const., so erhält man fur die ^j^i 

^1 =7Cos^ ^, =-sin^ ^^=^{v) =/v/rV-i-rf^, 

(dso werden die zu du^ + P^dv^ gehörigen Rotationsflächen durch (R) nicht 
gefunden. 

§ 37. Stellt man die X[^^ durch die Formeln (54) dar, schreibt 
aber x und y för p und ^/so wird 

Gi = dx^ + co&^ xdy^. 

FOr diese Wahl von G^ besitzt (R), wie leicht nachzuweisen, das parti- 
culftre Integral von der Form f^{o[^) + ^{y)' 

J v cos'a? 

wobei G durch die Gleichung 

P(^) = ^2 J ^<r) ^ J!L ^ = const. 

^ '^ sm « 

als Funktion von a? allein gegeben ist. 

Man erhalt aus diesem Integral die Schraubenflächen mit der z^ Achse 
als Drehungsachse: 

z^ =rcosj^, z^ =rsinj2^, z^ =f{r)+gpy 

wo 



§ 38. Wahlt man als Gleichung der Botationsflache 



^Tj = te log y/zl + Z\, 
Aeta mathenuUiea, 23. Imprliné le 4 septembre 1899. 22 
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80 wird (R) zu: 

A„^= I — A^z. 

Dies ist die Gleichung (F) des VIII*~ Kapitels fQr K=i. Daraus folgt 
der aus der Theorie der Weingartenschen Flächen bekannte Satz: 

Kennt man alle Biegungen der Rotationsfldche der logarithmischen Liniey 
80 findet man durch Quadraturen alle Flächen constanter KrUmmungy und 
umgekehrt 

§ 39. In seinen Untersuchungen iiber die Flächen, zwischen deren 
Hauptkrunimungen eine Gleichung besteht, hat Hr. Weingarten gezeigt, 
dass das Deformationsproblem der Rotationsfiächen äquivalent 1st mit der 
Aufgabe, alle Formen der KrUmmung i von der Gestalt: 

pdz^ + ^{p)dq^ = ((jj , dxdx) 

zu finden. Setzt man nämlich statt (53): 

«(,) = PdZj «(,) = — v^^ Fdffy 

so wird (W) zu 

FA,zA{z, A^z) + PA,,z = o, 

und wenn man A^ nach (32) ausdröckt, zu: 



^3^= (p — ^)^(^^ ^1^) = o. 



Fttr dz = {rjdx) ist nach der Formel ft\r A^z in § 18 A^z = H^r)j mithin: 

a P 



7.-^<"-> + ('''f.7i) = °- 



Nach (24) ist also — = ein Multiplikator von ^r, d. h. es ist 



und 



("•,&.) = v^ 



(<?„:(«..) =<^j?5^t|pÄ= i: +^^-. 



also von der verlangten Gestalt. 
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Ober die irregulären integrale 
der linearen differentialgleichungen zweiter ordnung 

mit rationalen coefficienten 

VON 

J. HORN 

in CHARLOTTENBURG. 

Im 8. Band der Acta mathem atica hat sich Herr Poincaré mit 
der asymptotischen Darstellung der irregulftren Integrale der liueareö 
Differentialgleichungen mit rationalen Coefficienten durch die im all- 
gemeinen divergenten Normalreihen beschaftigt. In der Diflferential- 
gleichung 

seien die Coefficienten ganze rationale Functionen von x und zwar P^ 
vora Grad m , P^ (A = i , .. . , n) höchstens von Grad w + A/:; dann ist 
a; = CO eine singulftre Stelle der Unbestimmtheit * för die Integrale, und 
die Diflferentialgleichung hat an dieser Stelle den Rangp = Ä:+i.* 
Ftir eine Dififerentialgeichung vom Rang i, in welcher der Grad der 
Coefficienten P^ (A = i , . . . , w) denjenigen von P^ nicht ttbersteigt, unter- 
sucht Herr Poincaré * das Verhalten der Integrale bei der Annftherung 
der Veränderlichen x an die Stelle a; = oo vermittels der Laplace'schen 



^ Bczeichnang voo Herrn FucHS (Sitzungsberichte der Berliner Akademie, 1 886). 
Ygl. ScHLESTNGER, Händbuch der linearen Differentialgleichungen. 
* Poincaré, a. a. O. 
' American Journal, Bd. /) Acta math. Bd. 8. 

Äeia nuUhematiea. 23. Imprimé le 4 septentbre 1899. 



-172 J. Horo. 

Transformation. ^ Die Diflferentialgleichung n*®' Ordnung vom Rang p 
(p > i) wird auf eine Diflferentialgleichung n^^^"^ Ordnung vom Rang i 
zurUckgeföhrt; aus den AusdrOcken der Integrale y der ursprtlnglichen 
Gleichung durch geeignete Integrale der neuen Gleichung vom Rang i 
schliesst Herr Poincaré, dass, wenn die Veranderliche x mit einem be- 
stimmten Argument ins Unendliche geht, das allgemeine Integral y durch 
eine der n Normalreihen asymptotisch dargestellt wird. Aber gerade die 
Diflferentialgleichungen höheren Ranges bedörfen noch einer eingehenderen 
Untersuchung, welche ich in dem vorliegenden Aufsatz zunächst ftlr li- 
neare Dififerentialgleichungen zweiter Ordnung in Anknöpfung an die ci- 
tirten Arbeiten des Herrn Poincaré durchföhre. ' Abgesehen da von, dass 
bei Herrn Poincaré die auf Diflferentialgleichungen höheren Ranges be- 
zöglichen Untersuchungen weniger vollständig gefdhrt sind als diejenigen 
ftlr den Rang i , beschränke ich mich nicht auf Wege, welche mit einem 
bestimmten Argument nach der Stelle o; = co gehen, sondern ich suche 
das Verhdlten der Integrale in der gamen Umgebung der singulären Stelle 
so weit zu ergrtlnden, ' dass es gelingt, Aufschluss tiber die Lage der 
Nullstellen in der Umgebung der Unhestimmtsheitsstélle zu gewinnen und 
den Begriff des Ranges als Verallgemeinerung des Begriffs des Geschlechts 
einer ganzen transcendenten Function erscheinen zu lassen. 



^ Im 5^- ^^- ^^^ Math. Aonalen ftlhre ich die auf DiffereDtialgleichuDgen vom 
Rang l bezUgliohen UDteruuchuDgen in einer HicbtUDg weiter, welche ich im 49. Bd. 
bereits fUr den einfachsten Fall, die lineare DifferentialgleichuDg zweiter Ordnaog mit 
linearen CoefiTicieDten, eiogeschlageD babe. 

' Im 118. Bd. voo Crelles Journal babe ich die DifferentialgleichuDg zweiter 
OrdnuDg vom Rang k + l 

• 

ohne BenutzuDg der Laplaceschen Transformirten nach einer Methode untersucht, welche 
sich, wie ich im 119. Bd. zeige, auf nicht lineare Diffcrentialgleichungen ttbertragen lässt. 
Die in der vorliegenden Arbeit behandelte Differentialgleichung ist insofern specieller, als 
ihre Coefificienten rational sind; icb känn jedoch unter dieser Beschränkung mit Benutzung 
bestimmter Integrale das Yerhalten der Integrale der Differentialgleichung weiter verfolgeu, 
als es in meiner frtlheren Arbeit geschehen ist. 

' Man vergleicbe die Untersucbung der linearen Differentialgleichung zweiter Ordnung 
mit linearen Coefflcienten im 49. Bd. der Math. Ann. 
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Die hier gefQhrten Untersuchungen, die sich ftlr die Diflferential- 
gleichungen zweiter Ordnung besonders tlbersichtlich gestalten, gedenke 
ich in einer spftteren Arbeit auf die allgemeinste lineare Differential- 
gleichung mit rationalen Coefificienten auszudehnen. 



Die Dififerentialgleichung 

habe als Coefficienten ganze rationale Funktion von den Graden w, 
m -{- p — I , m + 22? — 2 

P^ = a^x""^''-\ + . . . , 
P^ = a^x"^^'^-' + . . . , 

so dass sie an der Unbestimmtheitsstelle x = oo den Rang p besitzt.^ 
Die charakteristische Gleichung 

a* + a^a + ^j = o 

habe (in den drei ersten Paragraphen) zwei verschiedene Wurzeln a^ , a^, 
so dass die Diflferentialgleichung (A) durch zwei Normalreihen 






(i- 1, 2) 



formell befriedigt wird. Wir setzen a, und a^ als reell und a^ > a^ 
voraus, was durch eine Substitution von der Form 

y r=: e^ y\ X = ex' 
erreicht werden känn. 



^ Der erste CoefiHoieDt von P^ und dio beiden ersten Coefificienten von P, sollen 
nicht gleichzeitig verschwinden. 
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Ist y = f[x) ein Integral von (A) und e eine primitive p^ Einheits- 

wurzel, 80 geniigt 

Vx = f{^^^) a-i,...,p-i) 

einer Dififerentialgleichung 

(A.) P,og + P,.g+P«y = o, 

welche durch die Normalreihen 

formell befriedigt wird.. Das Product 

w = yi/i . . . Vp^i 
genQgt einer linearen Differentialgleichung 2^^ Ordnung, welche, wenn 

X'' = t 

gesetzt wird, die Form 

annimmt und worin Q^ im allgemeinen ^ nicht identisch versch windet ; 
Qo y Qi 9 • * ' ^^^^ ganze rationale Functionen von t 

Qfi = b^t'' + • • • > Oi-o,i...») 

wo b^ von Null verschieden angenommen werden känn, da die Diflferen- 
tialgleichung (B) vom Rang i ist' Die Gleichung (B) wird durch die 
2'* Reihen 

wo jeder der Indices ^ , A^ , . . . den Werth o öder i haben känn, formell 
befriedigt, worunter sich die beiden Normalreihen von Rang i 



* Der hier ausgesohlossene Ausoahmefall Q^ = o wird in § 2 behandelt. 

* PoiNCARÉ, a. a. O., § 5. — Scffl.E8iNGER, Handbuch Bd. I, S. 355. 
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befinden. Diejenigen Reihen, in welchen k der Zahlen yl^ , Aj , . . . gleich 
I, die tlbrigen p — k gleich o sind, enthalten einen Exponentialfactor 
von der Form 

e ' 

Die charakteristische Gleichung 

&,r + ^r"' + . . • + ^,, = o 
von (B) besitzt demnach die AVurzeln 

und zwar a^ und a^ einfach, die tlbrigen mehrfach. Die Lapla6e'8che 
Transformirte von (B) 

(C) ^.£^+^.S^+'-- + ^.« = ° 

hat als Coeflficienten ganze Functionen 2^^^ Grades von 2 und zwar ist 

Äo = K^"" + *i^''"' + . . . = (^ — aj(^ — a,).... 

Sind o , I , . . . , y — 2 und A^- (i = i , 2) die Wurzeln der zu ^ = a,- ge- 
hörigen determinirenden Gleichung, so hat (C) ein Integral von der Form 

wo ^i{z — a^) eine in der Umgebung von z = a» convergente Potenzreihe 
ist. ^ Dann ist durch die Gleichung 

Ii 

fttr ein gewisses Gebiet der Veränderlichen t ein Integral von (B) dar- 
gestellt, wenn der Integrationsweg /^. aus einer mit arg {z — a^ = (o aus 
dem Unendlichen kommenden, vor a^ endigenden Geraden, einem kleinen 



* Im Text ist angcnommeD, dass Xi keine ganze Zahl sei*, andernfalls treten die 
Acta math. Bd. 8, S. 308 — 314, angegebenen Modificationen ein, ohne dass die Re sal tåte 
aioh ändern. 
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den Punkt z = a, einschliessenden Kreis und der rtlckwärts durchlaufenen 
Geraden besteht. Nehmen wir etwa cd =^ t: an,^ so gelten, wenn t als 
reelle positive Grösse ins Unendliche geht, die asymptotischen Gleichungen 

und es ist fttr lim f = + co 

Der Grenzwerth der logarithmischen Ableitung eines Integrals w von 
(B) känn nur einen der Werthe 

(p— i)«, + a, 

P 

haben, ^ welche der oben gemachten Voraussetzung gemäss reell und ab- 
steigend geordnet sind. Dann ist, wenn Integrale, welche sich bloss um 
einen constanten Factor unterscheiden, nicht als verschieden betrachtet 
werden, u^ das einzige Integral von (B), dessen logarithmische Ableitung 
fttr lim^ = 4- CO den Grenzwerth a, besitzt. 
Um dies zu beweisen, setzen wir 



u 



= u^ fwdt, 



wodurch die Differentialgleichung (B), wenn vorUbergehend 2^ = r gesetzt 

wird, in 

T d'^^w , T d''-^w , , ^ 

tlbergeht; dabei ist 

(A) (A— 1) / 

t/j 112 ^3 



. Aus 



lim— = a„ 



^ Der IntegratioDSweg l^ muss dabei dem Punkt a, ausweichen. 
PoiNCARÉ, Am. Journ., Bd. 7. 
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folgt 

(A) 

lim -^ = aJ, 

also 

h = limLj, = (rX&oaa + {r — OA-i^aa"' + 

Die charakteristische Gleichung der Differentialgleichung fOr w 

hf + hf' + . . . = o 
öder 

Mr + oi^y + h^ir + a,r* + . . . = o 

hat als Wurzeln die um a, verminderteii Wurzeln 

Gi| j ^ . • • j 

der charakteristischen Gleichung von (B) im ursprQnglichen Vielfachheits- 
grad, also lauter reelle positive Wurzeln. Es ist also 

för jedes Integral w reell und positiv. Wäre ein von u^ verschiedenés 
Integral u^ von (B) mit 

T d log fl. 



dt 



vorhanden, so wäre 



Wenn man 



d log ^ 
lim rr-^ == O. 



d log ^ 

-1^ = ?w 



setzt, so lässt sich nach Angabe éiner beliebig kleineri positiven Grösse 

Aota mathenuUiea, 23. Iniprimé le 4 septembre 1899. 23 
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e eine positive Zahl t^ 
ist also 



J. Horn. 



SO angeben, dass för t>^t^ |f^(OI<^ ^^*' ^^ 






wo c eine Constante ist. Zu u = u^ gehört w = 



tv 



d^ 



w = 



n< 



dt ' 



und da 



lim 



d log w 

~dr~ 



reell und positiv ist, so ist ein positive Grösse h so vorhanden, dass fflr 



t> t 



ist. Es ist also för t> t 



\w\ > e^' 



^ < 



f^iOdt 



Cip[t)é^ 



was nicht möglich ist. 

Wie ich im ii8. Bd. von Crelles Journal gezeigt habe, besitzt 
die Differentialgleichung (A) ein éimiges Integral ly, ^ fur welches fflr 
lim re = -f CO 

lim o; 



dx -"^-^ 



ist; ebenso ist för ein einziges Integral iqx von (A;^) 

dx * 

Wegen x^ = t ist also för lim ^ = + co 

dt ^ 



' Iminer too einem constaoten Factor abgesehen. 
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Da rpji . . . Tjp^i ein Integral von (B) ist, so muss sein : 

Durch wiederholte Diflferentiation dieser Gleichung und Berftcksichtigung 
von (A) und (A;^) erhalt man Gleichungen von der Form ^ 

^_>l u —A ^''ri r, 4- ^A ^^ %-^ 

(A = I , . . . , 2'^) 

wo ÄxQ , -^Ai j • • • j ^x,v-i rationale Functionen von x sind. Da die DiflFe- 
rentialgleichung (B) durch Elimination der 2^ — i Producte -r^yji^^yjp-i^*'* 
aus diesen 2^ Gleichungen entsteht, so ist 

Wenn der bisherigen Annahme gemäss Q^ nicht identisch verschwindet, 
so lasst sich aus den 2^ — i ersten Gleichungen 3^ ^i • • • ^p-i in der Form 
berechnen: 



21»— 1 



dtj ^ j-T d*u, 

A-o 

WO Fx eine rationale Function von x ist. In Verbindung mit 
ergiebt sich 



dx 



A = « 



Setzt man hierin fttr u^ die asymptotische Reihe 1\^ so erh&lt man 
hieraus die asymptotische Gleichung * 



s. 



för den Fall, dass x als reelle positive Grösse ins Unendliche geht. 



* PoiNCARÉ, Acta math., Bd. 8. 

• Acta math. Bd. 8, S. 338- 342. 
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Man känn aber, und das ist fQr die Erforschung des yerhaltens der 
Integrale von (A) wesentlich, ohne Mohe einen Schritt weiter gehen. 
Falls der geradlinige Theil des Integrationsweges /^ von 

w, = Jv^é'dz 

h 

in der negativen reellen Axe verlauft, definirt das Integral die Function 
Wj in der Nahe von ^=00 för 

n .TT 

-2<arg<<-. 

Man känn aber den geradlinigen Theil von l^ um weniger als ;r in po- 
sitivem und um weniger als tv in negativera Sinn drehen, ohne dass der- 
selbe einen der auf der reellen Axe gelegenen singulären Punkte 

(P — Oflj + a, gj + (y — l)a , 

der Function v^ tlberschreitet, so dass der Werth von argj? am Anfang 
von /j zwischen — tv und tt variirt. Da das Integral einen Sinn behalt, 

so länge arg t von 7: — arg z um weniger als - nach der einen öder 

anderen Seite abweicht, so ist die Function u^ in der Nähe von ^ == 00 
durch den Inteojralausdruck ftir 

— -<arg^<- 

definirt, ohne dass der geradlinige Theil des Integrationsweges abgesehen 
von der Drehung deforniirt werden muss. In den Math. Ann. ^ habe 

^ Im 49. Bd. filhre ich die Untersuchung fUr die liocare DifferentialgleichuDg 
zweiter Ordnung mit lineareQ CoefficieDten und im 5 O. Bd. fttr eine beliebige lineare 
DiffercDtialgleichuDg vom RaDg I mit rationalen Coefficicnten unter der YoraussetzuDg, 
dass die Wurzelo der charakteristischeD GleichuDg verschieden sind. Aber auch fUr die 
DifferentialgleichuDg (B) bleibt die ganze EntwickcIuDg bestcheD, soweit es sich um die 
Integrale %i^ und u^ handelt, deren Integrationswege l^ , l^ die einfachen Wurzeln a^ und 
a, der charakteristischen Gleichung umkreisen. A. a. O. habe ich allerdings ganzzahlige 
Werthe von Xi nicht berilcksichtigt; dass aber der ausgesprocheno Satz allgemein gilt, 
ersieht man, wenn man die von Herrn Poincaré (Acta math. Bd. 8, S. 31O — 3 1 4) 
gemaohten Bemerkungen mit der Entwickelung in den Math. Ann. verbindet. 
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ich gezeigt, dass, wenn d eine beliebig kleine positive Grösse bedeutet, 
die asymptotische Gleichung 






in der Nähe von t = oo gleichmassig ftir 



f +^<arg<<^-o^ 



besteht; d. h. wenn man, nachdem ein beliebiger Werth von n gewählt ist, 



«, 






setzt, so lässt sich nach Angabe einer beliebig kleinen positiven Grösse 
s eine positive Grösse jR so bestimmen, dass ftir 



3?r , _^ ^ ^ ^ 3^ ^ 



\t\> R , _^+ö^<arg^< 

ist. ^ Wenn x =^ t^ gesetzt und einem reellen positiven Werth von t 
der reelle positive Werth von x zugeordnet wird, so geht das Gebiet 

— — < arff t <— in — — < arg x <— tlber. Demnach besteht in der 

2 ° 2 2p ° 2p 

Nahe von a; = co die asymptotische Gleichung 
gleichmässig fiir 



V- O < arga: < ö; 

22? ' ^ 2p ' 



d. h. wenn man 



/ n ^ 



, = ,--v.(r%+g 



' In demselben Sinn bestehen die asymptotischen OleichuDgen 

dn, dr. 
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setzt, so ist nach Angabe einer beliebigen positiven Grösse e eine positive 
Grösse R so vorhanden, dass l^^^j < s ist fftr 

\x\> Ry — — + d<iirgx<^—d. 

Wir zerlegen nun die Umgebung von rr = co in die 2jp Gebiete 

G''' (^ = 0, I ,..., 2/)— i) 

(2/> — l)/T (2/> + i)?r 1 

^-^ — < arg ic < ^ ^ - . 

2j> ^ 2p 

Geht a? mit einem dem Gebiet (?^^*'^ (y = o , i , . . .) angehörenden Ar- 
gument ins Unendliche,^ so ist ftir ein einziges Integral tj^^^ der Diffe- 
rentialgleichung (A) 

und es besteht wie oben die Beziehung 

woraus man schliesst, dass die asymptotische Gleichung ^^^"^ ~ S^ in der 
Nähe von o: = co gleichmässig fftr 

(4v— 3);r , ^ ^ ^ (4v + 3);r 

^ — — h ^ < arg X < — — d 

2p * ^ 2p 

gilt. Dabei ist u^ dieselbe Function von t = x^ wie vorhin; es wird nur 
einem reellen positiven Werth von t der durch arga? = — bestimmte 
Werth von x zugeordnet. 



^ Das Gebiet 

h o < arg a; < — o 

2p 2p 

werde mit O^'' bezeichnet. 

■ Vgl. Crelles Journ. Bd. Il8, S. 267. 

' Die bisher mit rj bezeichnote Fuoction heisst jetzt r/^^K 
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Wenn x im Gebiet Ö('*'+^^ (j; = o, i ,...) ins Unendliche geht,*besitzt 
(A) ein einziges Integral 7j^^'"^^\ fftr welches 

lim X ^^ ' j^ = «! 

ist. Nehmen wir etwa arga;=^ ^, so ist arg^ = ;r. Die DiflFe- 

rentialgleichung (B) besitzt nur das eine Integral w^, fl\r welches 

lim — ^7—* = a, 

at * 

ist, wenn t als negative reelle Grösse ins Unendliche geht. Dieselben 
Schlösse wie oben fQhren auf die Gleichung 

A-o * 

woraus man schliesst, dass die asymptotische Gleichung 

^(5v+l) ^ g^ 

in der Nähe von a; = 00 gleichinässig fiir 

(2v — Ott . ^ (2y + 5);r ^ 

^^ ^+ å < arga; <^^ — ^^—- å 

besteht. 

Wenn x in einem der 2p Gebiete G^'^ , ö<^> , . . . , G^^^''^ ins Un- 
endliche geht, strebt die logarithmische Ableitung des allgemeinen In- 
tegrals von (A) bezw. dem Grenzwerth a^ , a^ , . . . , a, zu; es entspricht 
aber jedem der 2p Gebiete ein bis auf einen constanten Factor vollständig 
bestimmtes particuläres Integral yj^^^ , tj^^^ , . . . , 7f^'^~'^^j dessen logarithmische 
Ableitung den Grenzwerth a^ öder a^ hat, je nachdem der Grenzwerth 
der logarithmischen Ableitung des allgemeinen Integrals in dem betreffen- 
den Gebiet a^ öder a^ ^®*' ^^^ Integral rf^''^ wird in dem aus 0^^"""^^ 
(j(«v)^ (y(2v+i) zusammengesetzten Gebiet durch die Reihe /S,, das Integral 
-f'^'^ in dem aus G^^'\ g^^--^'\ 0^'"+'^ zusammengesetzten Gebiet durch 
die Reihe S^ asymptotisch dargestellt. 
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.ro 



G 







^ 



^3 



In der beigegebenen Figur, welche dem Rang ^ = 2 entspricht, be- 
zeichnen die Buchstaben tj^^^ iind tj^^^ die Goltigkeitsgebiete der asymp- 
totischen Gleichungen yj^^^ ~ S^ und ly^^^ '-^ S^, die Buchstaben tj^^^ und ly^'^ 
die Gtiltigkeitsgebiete der asymptotischen Gleichungen yj^^^^S^ unåyj^^^^S^. 
Wenn beide Grenzen eines Gebietes beliebig wenig verengert werden, gilt 
die betrefifende asyinptotische Gleichung gleichmässig. An die Endpunkte 
des Bogens ly^^ sind die Argumente gesetzt, durch deren Angabe die in 
Äj und Sj enthaltenen Potenzen x^' bezw. x^* in jedein Fall fixirt sind. 

Bei beliebigem Rang p bilden wir im Gebiet G^^^ ein Fundaraental- 
system von (A) aus dem Integral tj^^ und dem aus (?^+^^ (iber die Gerade 

argiT =^^-^ nach G^^ fortgesetzten Integral ly^"*"^^ (öder aus tj^^ und 

dem aus G^^"^^ tlber arg x = -^ — — nach G^^ fortgesetzten Integral 
Tj""-''). Dann ist in G^'""' 

und, wenn b von NuU verschieden ist, 

' Es ist 

a|XF 



= '-"■■-("■ + v+- + ^' + ?). 
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bei ungeradem p durch die Beihe Sj, bei geradem p durch die Beihe S^ 
gleichmässig asymptotisch dargestdlt wird. ' 

Dass der Satz auch in denjenigen (darin nicht erwähnteri) Ausnahme- 
fällen gilt, welche in diesern Paragraphen ausgesch lössen worden sind, 
wird iin nächsten Paragraphen gezeigt werden. 



§ 2. 

Die bisherige Annahrne, dass die Determinante Q^^ welche den ersten 
Coefficienten der Differentialgleichung (B) biidet, von Null verschieden 
sei, lassen wir jetzt fallen. 

Da die 2^ Reihen 



sS/) Sx\^^) ^ ^ ' 8,^_\^^-U^) 



mindestens p + i verschiedene Exponentialfactoren 

(p— l)a,+a. 



<+... 



^ m v y m 9 • J ^ 

enthalten, so ist die Anzahl der verschiedenen Reihen mindest^s p + i, 
und die Ordnung der Dififerentialgleichung, welcher u genttgt, känn nicht 
geringer als p + ^ s^^n. Fur 

ergeben sich wie in § i die Gleichungen 

?/«> — A^^u = A^,y'y, . . . y^_, + . . . + A^^^_,y'y[ . . . y'^^, 
öder, wenn man durch u dividirt, 



(A-=l,2,å,...) 



^^^^ A — A ^' M ^ A ^' y'^ '^P-' 

Ti ^^0 — ^^^ 17 • • • • "T" -^^,2^* ZTT '" 7i ' 

'^ V y Vi yp-\ 

Alle aus dem System 

Aj^^l , . . . , ^;t,2r— 1 (Ä-l,a, ...,2f— 1) 

gebildeten Determinanten r^^ Grades seien gleich Null, wfthrend eine De- 

' Vgl. Fig. S. 184 fttr p = 2. 
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terminante (r — i)^** Grades von Null verschieden sei. Dann erhält man 

v' 
durch Elimination von - , . . . aus r der angeschriebenen Gleichungen * 

för u eine lineare Dififerentialgleichung (B) mit rationalen Coefficienten 
deren Ordnung geringer als 2^ ist, und zwar ist diese Gleichung, wenn 
t = x'' als unabhängige Veränderliche eingeftthrt wird, wie frtther vom 
Rang ly und ihré charakteristiscbe Gleicbung hat die Wurzeln a^ und a, 

einfach, die Wurzeln — — u. s. w. cinfach eder mehrfach. 

P 

Im Falle p = 2 folgen aus 



die Gleichungen 



u' 



u 



// 



u 



fft 



«* = yy, 



= y'y, + yy'i, 






wo die A und B rationale Functionen von x sind. Wenn 



a = 



A ^, 



= O 



^1 ^2 ^i 

ist, genögt u der Diflferentialgleichung dritter Ordnung 



(B) 



u- 



,1,0 



u 



tt 



u 



ttt 






= o. 



Wenn man aus den Gleichungen 



1 — j 

n y yi 



I . ' 



w ^ * y ^yx y yx 



* Vgl. die folgenden Beispiele. 
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Ii t/ 

- eliminirt, erhält man ftir - die quadratiscbe Gleichung 

welche unabhängig voiri Verschwinden der Determinante Q^ besteht. Wenn 
^^ r= o ist, entsprechen einem beliebigen Integral u von (B) zwei Integrale 
y von (A), deren logarithinische Ableitungen der quadratischen Gleichung 
genQgen. ^ lin Falle ^^ #= o gehört nur zu gewissen Integralen u von (B) 
ein Integral y von (A) und zwar ein einziges, dessen logaritbmische Ab- 
leitung der quadratischen Gleichung genögt, aber auch wie friiher rational 



u' u" u'" 



durch - , — , — ausgedrilckt werden känn. 

u u u 



Im Falle p = i folgen aus 



die Gleichungen 



«* = yyiy^ 



u 
u 



y Vi Vt 



II 



^* A 



^ At. ^ A,^^ ^ A,''^ ^ 2{ti^ ^■'Lh ^y^h\ 

' y ' y. * y« Vy j/i y j/i yi y./ 



. '" 



It 



.1 - ' 



.1 ..' .' 



u 



(4) 



u 



B,u 



C,u 



B^?^ + ... + B/?^^ + ... + 6^^'?^S 

^ y ^y Vi y yiy% 

ci + ...^cty^ + ... + cthy:^ 

* y * y yi ' y yi yi 



Wenn z. B. alle Determinant^n vierten Grades aus den CoeflFicienten auf 
der rechten Seite verschwinden, genOgt u der linearen Differentialgleichung 

vierter Ordnung 

tt' 

— , 1 , o , o 



(B) 



U 
U 



u 



II 



— — A^,A,, 2 , o 



U 

u 



III 



n<*) 



u 






= O. 



^ Dabei siad coostante Factoren von y und u als uowesentlicb aDgesehon. 
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Ist der Rang p beliebig, so bestchen, welches auch die Ordiiuiig von 
(B) sein mag, Gleichungen von der Form 



(A -!,..,/>) 



wo 



^L^ v v. 



y' Vi yl-i 



y j/i yx-i 

die Sumine von je A Produeten der p Grössen 

y' yi yp-\ 
y yx yp-i 

bedeutet, während an Stelle der Punkte Åusdrtlcke stehen, deren Dimen- 
sion in diesen Grössen geringer als A ist. Durch Elimination von 

yi yp-i 

— y ... 9 

yi yp-i 

aus diesen p Gleichungen erhält man in allén Fallen eine Gleichung von 
der Form 



?^-w(ir=°. 



u' u" 



deren Coefiicienten Z^ von - , — , . . . und von x rational abbängen und 

nicht sämmtlich identisch verschwinden. Setzt man hierin ftlr u ein In- 
tegral von (B), welches die Form yyi . . . y^-i hat, so geniigt jedes Integral 
y von (A), aus welchem die angenommene Function u durch Multiplication 
mit geeigneten Integralen y, , . . . , y^^i von (-4,) , . . . , {Ap_i) hervorgeht, 
der angegebenen algebraischen Gleichung, wenn auch nicht umgekehrt 
jede Wurzel dieser Gleichung die logarithmische Ableitung eines Integrals 
y von (A) zu sein braucht. 

Wir schalten den folgenden Hilfssats ein: 

Wenn die CoefiEicienten der algebraischen Gleichung 

G{z) = 1.A,/ = o 

Functionen von x sind, welche in der Nahe von a; = co fttr oij < arga; < co, 
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durch Potenzreihen von - gleichmässig asyinptotisch dargeötellt werden, 
80 wird jede Wurzel z durch eine der die Gleichung formell befriedigen- 
den Potenzreihen von - (öder von -y- ^) in dem bezeichneten Gebiet gleich- 



m 
X 



massig asyniptotisch dargestellt. 
Es sei 

-^A — -^A» -h -^ — «Ao -r — -r • • . i- ^ -h ^ > 

wo ax^ för ö>j < arg OJ < (o^ gleichmässig zur Grenzc NuU convergirt. 
Irgend eine Wurzel z erscheint als algebraische Function von - und den 

se 

axnf wenn die a^n vortibergehend neben - als unabhängige Veränderliche 

aufgefasst werden. Durch Nullsetzen der a^» g^ht z in eine Wurzel z^ 
der Gleichung 

ZJ,,4 = o 

Qber, welche sich als Potenzreihe von - ^ darstellen lässt: 

z 
Wenn man 



n 



^0 I ^ "T • • • "t" ^n I ^M 

^ Z Z^ Z^ 



setzt, ist Cl ^^^^ algebraische Function von - und axnj welche ftlr ax^ =o in 

z 



* ^» "t" • • • 



Z Z' 



öbergeht, also fttr - = o, a;^„ = o verschwindet und in der Umgebung 

z 



' Durch eine SubstitutioQ z = z'f^ känn erreicht werdeo^ dass keine gebrochenen 
Potenzen auftreten, und durch eine Substitudon von der Form y = z^y'y dass die Reihen 
keine positiven Potenzen von z enthalten. Tm Bcweis wird diese Voraussetzung der Ein- 
faohheit halber gemachr. 
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dieser Stelle stetig ist. Wenn x im Gebiet w^ < arga; < ai, ins Unend- 
liche geht, convergiren die ai^ gleichmassig zur Grenze Null, so dass das 
Gleiche för C« gilt. Durch die Reihe 

^ = ^0 +-+-.+ •• • 

wird die Gleichung G{z) = o formell befriedigt. 

Wie in § i hat die Diflferentialgleichung (B) ein einziges lotegral 
w, von der Eigenschaft, dass för lim^ =4-00 

ist; ebenso ist fiir ein einziges Integral yj von (A) 

und för ein einziges Integral rjj, von (A;^) 

SO dass wie in § i 

ist. Es erscheint daher 

als Wurzel der algebraischen Gleichung 
(a) ^-f^iW^ = o- 

« 

Die Gleichung 

(«') ZL,(r,)^ = o, 

welche man erhält, wenn man fQr w, die asymptotische Reihe T, setzt, 
wird durch die Reihe 

d log S, 

z = — ° — - 

dz 
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formell befriedigt. Nach dem soeben bewiesenen Hilfssatze wird ' als 

Wurzel von (a) durch eine der der Gleichung («') formell genugenden 
Reihen mit unendlich vielen negativen und einer endlichen Anzahl po- 

tenzen von x (öder a;*" ) asymptotisch dargestellt; bezeichnet man diese 

Reihe mit — ^—j so ist S eine normale öder anormale Reihe. Aus der 

ax 

asymptotischen Gleichung tj ^S folgt, dass 5 der Gleichung (A) formell 
genögf, was nur möglich ist, wenn S mit S^ identiscb ist. Es ist also 

rj' d log S, 
7j dz 

und 

Die sämmtlichen asymptotischen Gleichungen gelten zunächst, wenn x als 
reelle positive Grösse ins Unendliche geht. Nun gilt aber die asymp- 
totische Gleichung 



u ^ T 



gleichmftssig för 



^+^<arg<<f-^, 



woraus die gleichm&ssige Gtkltigkeit der asymptotischen Gleichung 



fQr 

— ~ + d<tivgx<^ — d 

folgt 

Wir haben dasselbe Resultat wie in § 2. Die weitercn SchlQsse ge- 
stalten sich wie friiher. 
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§ 3. 

Wir wollen die asymptotische Darstellung der Integrale der Diffe- 
rentialgleichung (A) benutzen,* um öber die Lage der Nu^htellen der In- 
tegrale in der Umgehung der Unbestimmtheitstelle x = cyo Aufschluss zu 
gewinnen. 

Setzt man 

wo die Grössen «,...,/> und C mit dem Index i öder 2 zu versehen 
sind, je nachdem der Index p von ^ ungerade öder gerade ist, so lässt 
sich nach Angabe einer beliebig kleinen positiven Grösse e (|e| < C) eine 
positive Grösse r so bestimmen, dass för 

l-l>'-.Ö^+^<.rga=<<?^_* 

I;*! < £ ist. Die Function rf^^ ist demnach in dem bezeiclmeten Gebiet 
von Nullstellen frei. 

För ein beliebiges Integral 

fOr welches im Gebiet ö^" die asymptotische Gleichuiig 



besteht, ist 



axxf 

*i ••• 



* Vgl. moine ArbcitcD : Verwendung asymptotiscJier Darstellungen xur Untersuchung 
der Integrale einer spedellen linearen Differentialgleichung (Math. Add. Bd. 49) uod 
Vber dos Verhalten der Integrale einer linkaren Differentialgleichung ersier Ordnung in der 
Umgebung einer Unbestimmtheitsstelle (Crelles Journ. Bd. I20). Ich känn mich im 
gegenwärtigen Paragraphen kurz fassen, wo es sich um die Obertragang der in den ge- 
DaDDten Arbeiten fUr die lineare DifferentialgleichuDg zweiter Ordoang mit liDearen Cocffi- 
cienten und die lineare, nicht homogene DiffereDtialgleichung erster Ordnung entwickelten 
Methoden auf eine beliebige lineare Differentialgleichung zweiter Ordnung mit rationalen 
Goefficienten handelt. Nach dem Muster der Arbeit im 49. Bd. der Math. Ann. Hessen 
sich die jetzigen Entwickelungen weiter ausfuhren. 

Aäa tnaUumtUiea. 23. Tmprimé le 7 septembre 1899. 25 



194 J. Horn. 

wo y im verkleinerten Gebiet G^®^ gleichmassig zur Grenze Null con- 
vergirt. Das Integral y känn daher im Gebiet G^®^ keine Nullstellen be- 
sitzen, wenn \x\ hinreichend gross genommen wird. 

Wenn also ein Integral y von (A) Nullstellen x^ von der Art besitzt, 
dass för lim A =00 [rr^^l = co ist, so muss sich argo^^ einem der Grenz- 
werthe 

(2p— \)Tt 



2p 



(/»-OJ, 3,...) 



nähern. Die im Unendlichen befindlichen Nullstellen eines Integrals y 
können nur in unendlicher Nälie der Trennungslinien der Gebiete G^^\ G^^\ ... 
liegen. 

Betrachten wir z. B. die Gerade 

SO lässt sich das Integral 

y = brj^''^ + af>, 

wenn a und b beide von Null verschieden sind, in der Form schreiben 



wo Y^ und Y^ im Gebiet 



(O < arg x< h ö> , 



wo (O eine kleine positive Grösse bedeutet, gleichmassig zur Grenze Null 
convergiren; dasselbe gilt ftir å^ und ^, , wenn wir 

setzen. Die Gleichung 

y = o 

schreibt sich 
öder 
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wobei 



=\7^('°^(-'i;)+-)' 



gesetzt ist und (p^ eine Function von x bedeutet, welche gleichmässig zur 
Grenze Null geht, wenn x in dem oben bezeichneten Gebiet unendlich 
gross wird. Wir zeigen, unter e eine beliebig kleine positive Grösse ver- 
stehend, dass ein mit dem Radius b\s^ um den Punkt x ^= s^ beschrie- 
bener Kreis K eine und nur eine Wurzel der Gleichung 

enthält, wenn A hinreicliend gross genommen wird. Das geschieht durch 
den Nachweis, dass fiir hinreichend grosse Werthe von A 



—./rf log {x — s^ — s^ip;) = 1 



ist, wenn der Kreisuinfang K als Integrationsweg genommen wird, odcr, 
was dasselbe ist, durch den Nachweis, dass 



fd log {x — Sj, — Si,^x) — fd log {x — s^) 

K K 



J {X — Sx){x — 8i — »aJPa) 
K 



dx 



beliebig klein wird, wenn man A hinreichend gross annimmt Das letzte 
Integral ist dem absoluten Betrage nach kleiner als das Product aus dem 
Kreisumfang 2;re|5;i| und dem Maximum des zu integrirenden Bruches 
auf K. Der Zähler ist dem absoluten Betrage nach kleiner als \sx\erj 
(wo 7j eine beliebig kleine positive Grösse bedeutet), wenn man A hin- 
reichend gross wählt; da \^x\ ^^r hinreichend grosse Werthe von A kleiner 
als i^e ist, so ist der Nenner dem absoluten Betrage nach grösser als 

e^AKel^Al - \sxM = £'\sxy{i —v)' 

^ Dabei ist Å eine ganze positive Zahl; die Wurzel ist so fixirt, dass fUr 



+ 00 arg«A = ^ 



wird. 
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Der absolute Betrag unseres Integrals ist also kleiner als 



^^^N-iM^IpTr="^"-T 



d. h. beliebig klein fur hinreichend grosse Werthe von A, w. z. b. w. 
Das Integral hat also die Nullstellen 

^A = Sj,{i + ex)y lim A = + oo, 
wo 

lim sx = o 
ist. 

Wir bringen nun den Begriff des Geschleclites einer ganzen transcen- 

denten Function und den Begriff des Kanges einer lincaren Differential- 

gleichung an einer Unbestimmtheitsstelle in Verbindung. Wenn die zur 

singularen Stelle oj = oo gehörige Fundamentalgleichung zwei verschicdene 

Wurzeln e^"^^ , é^"^* besitzt, hat man ein Fundamentalsystem von der Form 

y. = X'^Pi{x\ (»=1,2) 

wo Pi{x) eine nach positiven und negativen Pofenzen von x fortschrei- 
tende, fUr hinreichend grosse Werthe von \x\ convergente Reihe ist. Eine 
der beiden Functionen Pi{x\ welche kurz P{x) heissen möge, habe die 
Nullstellen x^^ (/> = o, i , ...), wo 

ist. Bezeichnet man mit 

diejenigen Nullstellen, deren absoluter Betrag grösser als die beliebig zu 
wahlende Grosse r ist, so ist, wie man aus den asymptotischen Ausdrtlcken 
fttr die Nullstellen ersieht, von den beiden Reihen 

die erste divergent, die zweite convergent. Das unendliche Produet 

* . 1 /x\« 1 ix\r 



* 1 /*\' 1 i*V 
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ist daher fOr jeden endlichcn Werth von x convergent Dann ist 

fiir \x\ > r von Nullstellen frei, so dass eiiie fiir |a;| > r convergente Ent- 
wickelung von der Form 

d\ogF{x) ^ix dg{x) ^^A^/ 
dx X dx dx 

besteht, wo ff{x) eine nach positiven Potenzen von x fortschreitende, be- 
ständig convergente Reihe und 5p^(-) eine fQr |a;| > r convergente Potenz- 

reihe von - darstellt. Es ist also 



F{x) = X^€^^'^^(^\ 



wo fi eine positive öder negative ganze Zahl und 



^(-:) = 



.<-) 



Ce 



eine Potenzreihe von - ist, welche fiir |flj| > »■ von Nullstellen frei ist. 
Wir haben demnach 



y = afP{x) = a;'+''e^'> n{x)^(^\ . 



Mit Benutzung unserer asymptotischen Darstellungen und cines Satzes 
von Herrn Hadamard ' zeigt man, dass ff{x) eine ganze rationale Func- 
. tion ist, duren Grad nicht grösser als p sein känn, so dass 

G{x) = é>^'^n{x) 

eine ganze Function vom Geschlecht p ist. Wenn wir unserem Integral 

den liang p an der singulären Stelle o; = oo beilegen, so stellt sich der 



1 T : 



LiouY. Journ. 1893. 
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Begriflf des Rangcs als Verallgeineinerung des von Laguerke eingefiihrten 
Begriffs des Geschlechtes einer ganzen transcendenten Function dar. 

Die Hauptergebnisse dieses Paragraphen mogen in der Satz zusam- 
mengefasst werden: 

Dos ausgemchnete Integral yf^^ von (A) besitzt fur 

(2/? — %)n , ^ (2iO + 3);r ^ , 

keine NuUstelle, deren ahsoluter Betrag eine gewisse Grenze ubersteigt. Ein 
bdiebiges Integral y besitzt in der Umgebung von a; = cx) unendlich vide 
NullsteUen x^^ von der Arty dass fur lim X= co 

lim \x[^^\ = CO , lim arg x['^ = (^P-^)'' 

isL Es ist z. B. fur y = brf"^ + ajy^" 



-\/'-^H-'Ä) 



4" = .72i^log(-?^-+.A« .(.+..), 



lim Sx = o. 



Ist 



yi = afPi{x) «-.i,3) 



dos zu x = oo gehörige kanonische Fundamentalsystem van (A), so ist die 
Laurent' sche Beihe Pi{x) von der Form 

wo G{x) eine ganze {transcendente) Function vom GescMecht p isty welche 
diejenigeti NullsteUen von y^ besitzt, deren absoluter Betrag grösser als r 

(r béliébig) istj während fi eitie ganze Zahl und 5p(-] eine fur \x\>r nicht 
verschwindende Potenzreihe von - darstdlt. 



X 



^ X ist eine beliebig kleine positive Qrösse. 
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§ 4. 

Wir lassen jetzt die in § i gemachte Voraussetzung, dass die Wurzeln 
der charakteristischen Gleichung von (A) 

a' + a^a + a, = o 

verschieden seien, fallen. 

Ist a eine Doppelwurzel, so wird die Gleichung (A) durch die Sub- 



• • A » 



stitution 

axP 

y = e^ z 
Obergefiihrt in 

+ (P, + ouC-^P, + (a V'-' + (p — i)ax''-')Pj^ = o 
öder wegen a* + a,a + a, = o, 20 + a, = o in 

(«'" + •• •) S + C*;^"-"""" + ")% + {Kx"^"-' + K'^*''-* + •• • .)^ = o- 

Ist 62 von NuU verschieden, so ftthrt die Substitution 

auf die Differentialgleichung 

(^^-.+1 + . . .) g^ + (o . <(««+i)+2p-2 + . . .) ^^ + (4ft;<(^'"+^>+*''-* + . , .)^ = o 
vom Rang 2p — i mit der charakteristischen Gleichung 

deren Wurzeln p^ und ^^ = — ^^ zwei Normalreihen 
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entsprechen. Daraus ergeben sich för die Dififerentialgleichung (A) zwei 
anonnale Reihen von der Form 









Im Fall 62 = o haben wir die Differentialgleichung vora Rang p — i 
mit der charakteristischen Gleichung 



/9' + fti/? + K' = o. 

Wir erhalten zwei Normalreihen vora Rang p — i , wenn die Wurzeln 
dieser Gleichung verschieden sind, während im Fall einer Doppelwurzel 
^ = öj die Substitution 

angewandt .wird. Nebmen wir an, man miisse /-mal nach einander eine 
solche Substitution anwenden, bis man auf eine Differentialgleichung stösst, 
welche unmittelbar öder nach Anwendung der Substitution x = t^ durch 
Normalreihen befriedigt wird. Man hat dann 

und die Differentialgleichung fiir z wird entweder durch zwei Normal- 
reihen 



. = e.-. -^ P-»-. ^- a;..(c, + ^ + . . .) (.-M) 



oder durch zwei anormale Reihen 



2p-3M-I 

(f-l,«) 
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formell befriedigt. Aus der Differentialgleichung (A) erhält inan dem- 
nach Keihen von der Form 

S, = e' '-' "-'''' '-' '-'-' x''{c, + '^ + ..\ (i^i.tr) 

öder von der Form 

^ _ ^ P ^ P-I ^'"'^ P-/+1 "*■ 2/.-2/+1 "^ 2/>-2/ ■*■••• 



xxYc', + ^' + ^' + ...V (-..») 



(^■' 



Im Falle 1 = p fiihrt die Substitution 

— - + — — T- + ... + a,- 1 X 

y = e '' ^-^ Z 

auf eine DiflFerentialgleichung, fiir welche a; = oo eine Stelle der Be- 
stimmtheit ist. 

Aus der Art, wie die Differentialgleichung (A) auf eine Differential- 
gleichung zuriickgefiihrt wurde, deren charaWteristische Gleichung zwei 
verschiedene Wurzeln besitzt, folgt in ollen Fållen die asymptotische Dar- 
stdlung der Integrale von (A) durch die Normalreihen öder anormalen Reihen 
äS, und S^. Das Nahere ergiebt sich aus den in § i gefundenen Resultaten. 

Charlottenburg, 8. October 1897. 
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SUR UNE QUESTION FONDAMENTALE DU CALCUL INTEGRAL 

PAR 

CH. RIQUIER 

k CAEN. 



Introdtietlan. 

Dans des recherches publiées en 1893 par les Annales de TEcole 
Normale, et reproduites deux ans plus tärd par le Recueil des Savants 
étrangers (tome 32, n° 3), j'ai pu établir (en me bornant ä Texamen 
des circonstances générales) Texistence des intégrales d'un systeme diffé- 
rentiel quelconque. Les reflexions que j'ai faites sur la question depuis 
cette époque m'ayant conduit a des resultats nouveaux, et aussi a une 
simplification considérable des raisonnements a Taide desquels j^avais établi 
mes resultats antérieurs, il m'a semblé qu'une refonte totale de ces travaux, 
relatifs ä un ordre de questions encore peu étudiées, présenterait quelque 
utilité: c'est ce qui m'a décidé a publier le present Mémoire. 

Je reprendrai tout d^abord, en le complétant, Texposé de la partie 
historique. 

Cauchy, le premier, parvint, sur la question de Texistence des inté- 
grales, a des resultats importants, dont il donna des demonstrations 
rigoureuses. Dans les tomes 14, 15 et 16 des Comptes Rendus de 
rAcadémie des Sciences (1842 et 1843), ^^ prouve Texistence des 
intégrales d'un systeme d'équations différentielles ordinaires, en précisant 
ce que Ton doit entendre par intégrales générales d'un pareil systeme; 
puis il étudie au méme point de vue un systeme linéaire de m équations 

Ä^a waihtmaHea. 23. Impiimé le 14 septembre 1899. 
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aux dérivées partielles du premier ordre, impliquant un nombre egal 
de fonctions inconnues 



ai, , ai, , . . . , w^j 



et tel qu'on puisse le résoudre par rapport aux m dérivées 

aT ' ^ ^ • • • ' "äT^ 

toutes relatives a une méine variable t. La méthode a Taide de laquelle 
il démontre la convergence des développements des intégrales n'est autre 
que celle des fonctions majoranteSj adoptée, apres lui, par presque tous 
les auteurs qui se sont occupés de ce genre de questions. Quant aux 
systémes quelconques, on peut toujours, en introduisant de nouvelles 
fonctions inconnues, les réduire a des systémes linéaires du premier ordre, 
et Cauciiy semble admettre que les seuls dont il y ait lieu de s'occuper 
sont ceux qui, apres réduction, ont la forme ci-dessus définie. 

En 1856, MM. Briot et Bouquet, dans un Mémoire sur les systémes 
d'équations diflférentielles ordinaires,^ donnérent une demonstration nou- 
velle de Texistence de leurs intégrales. 

En 1872, le méme point fut établi pour les systémes, dits compléte- 
ffient intégrableSj d'équations différentielles totales, et trois géométres, 
MM. MÉRAY, Bouquet et Mayer, en publiérent presque simultanément 
la solution.' 



* Briot et Bouquet, Mémoire sur les fonctions définies par les équations diffé- 
rentielles (JoarDal de TEcolc Polytcchniquc, Cahier 3^)* 

' MÉRAY, Revue des Sociétés Savantes (ScicDces mathétiiat iques, phy- 
Biques et naturclles, t. 3, 1868). 

MÉRAY, Nouveau Precis d^Anulyse infinitésimale, p. 143, 1872. 

Bouquet, Bulletin des Sciences mathématiqaes et astronomiques, t. 3, 
p. 265, 1872. 

Mayer, Mathematische Annalen, t. 5, p. 448, 1872, et Bulletin des Sci- 
ences mathématiqucs et astronomiques, i^*^ série, t. II, 1876. 

Une nouvelle demonstration du méme point, pour laquelle jai prété ma coUaboration 
\ M. MÉRAY, a éié publiée en 1889 dans les Annales de TEcole Normale (MÉRAY 
et Riquier, Sur la convergence des dévdoppemenls des intégrales d'un systéme d'équaiions 
différentielles totales); ellc se trouvc reproduite dans un ouvrage récent de M. Méray, 
(MÉRAY, Lejons nouvelles sur VAtudyse infinitésimale et ses applications géomélriques, 
l^^ parlio, p. 256 et suiv.). 
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En 1875, les resultats, encore peu connus, de Cauchy sur les sy- 
stemes partiels furent demon tres de nouveau par M. Darboux et M™* de 
KowALEVSKY. Cctte derniére y avait éto conduite par la considération 
du systeme partiel qui porte son nom, systéme composé d^équations en 
nombre egal a celui des fonctions inconnues, et tel, qu'en désignant par 

les fonctions dont il s'agit, et par 

&j , ftj , , . • , kg 

les ordres respectifs du systeme par rapport å elles, ce dernier filt ré- 
soluble par rapport aux dérivées 

toutes relatives a une méme variable x. Les recherches de M"* de Ko- 
WALEVSKY font Tobjet d'un Mémoire publié dans le Journal de Crelle; * 
M. Darboux, qui avait entrepris de son cöté une recherche analogue, s'est 
borné a indiquer sa demonstration dans deux Notes communiquées a 
TAcadémie des Sciences. ' 

En 1880, M. MÉRAY publia un Mémoire oii il se proposait de dé- 
montrer d'une maniére générale Texistence des intégrales des systémes 
d'équations aux dérivées partielies.' Comme la lecture approfondie de 
ce Mémoire a été le point de départ de mes propres travaux, comme 
j'ai pu me convaincre d'ailleur8 que son contenu est ignoré du public et 
des auteurs, je crois devoir entrer a ce sujet dans quelques détails. 

M. MÉRAY considére d'abord un systeme du premier ordre^ résolu 
par rapport a un certain nombre de dérivées, et il distingue essentielle- 
ment, pour chaque fonction inconnuey les variables indépendantes par rapport 
auxquelles sont prises les dérivées qui figurent dans les premiers membres 
du systeme, de celles qui sont étrangéres ä la formation des dérivées 
dont il s'agit; les premiéres sont, pour lui, les variables principdes de la 

* Torne 80, p. I. 

' Comptes Rendus de rAcadémie des Sciences, t. 80, p. lOI et ilj. 
^ Demonstration générale de lexistence des intégrales des équaiions aux déritées 
partielles (Journal de Mathéujatiques puros ot appliquécs, 3^^°** Hério, t. 6, 1880). 
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fonction considérée, les derniéres ses variables paramétriqueSj et il va de 
soi qu'une raérne variable peut étre ä la fois principale pour quelque 
fonction et paramétrique pour quelque autre. ^ M. Méray partage ensuite 
les dérivées de tous ordres d'une raérne fonction inconnue en paramétriques 
et en principaleSy selon que les différentiations d ou elles proviennent in- 
téressent ses setUes variables paramétriques^ ou bien, soit avec elles, soit 
sans elles, quelque variable principale. ' Considérant enfin, dans un systeme 
de cette espéce, un groupe quelconque d'intégrales ordinaires, et les suppo- 
sant développées par la formule de Tavlor a partir de valeurs initiales 
choisies pour les variables, M. Méray nomme détermination initiale de 
chaque intégrale la fonction de ses seuleg variables paramétriques a 
laquelle elle se réduit quand ses variables principales prennent leurs 
valeurs initiales; ' puis il fait observer que les valeurs initiales de ces 
déterminations et de leurs dérivées de tous ordres sont respectiveraent 
égales a celles des intégrales mémes et de leurs dérivées paramétriques.* 
Pour disposer nettement les équations d'un pareil systeme, il convient, 
ajoute M. Méray, de les écrire dans les cases d'un quadrillage rectangu- 
laire, dont les lignes correspondent aux variables indépendantes et les 
colonnes aux fonctions inconnues, en pla9ant Téquation qui aurait, par 

exemple, — pour premier membre, dans la case qui appartient a la fois 

ä la colonne {u) et a la ligne {x)i le tableau ainsi formé peut contenir 
des cases vides réparties d'une maniére quelconque, et ces derniéres sont, 
pour une colonne donnée, en nombre egal a celui des variables para- 
métriques de rinconnue correspondante. * Si, pour fixer les idées, on 
désigne par u j v ^ w trois fonctions inconnues des quatre variables indé- 
pendantes X j y j z y Sj et que Ton considére un systeme du premier ordre 
résolu par rapport aux dérivées 

du du du dV dV dW 

dx^dy^dz^dy^ds^dz^ 



^ Joamal de Mathématiques pures et appliquées, 31^°^* serie, t. 6, 1880, 

P. 237. 

* Ibid., p. 237. 

' Ibid., p. 242. 

Ibid., p. 242. 

Ibid., p. 237 et 238. 
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la äeule inspectioti du tableau 

{u) 



(v) 



{w) 



iy) ^ = 



(O 



(«) 



du 

dx 




■ 


du 

9y 


dv 

A • • • 

9y 




9u 
dz 




dW 
dz 




dv 

A • • • 

da 





i^) £ = 



coTistruit conformément aux indications précédentes, suffit a faire voir: 
I® que la fonction u a pour variables principales x y y , Zy pour variablc 
paramétrique 5, et pour dérivées paramétriques toutes celles qui in- 
téressent la variable s ä rexclusion de a; , y , ^er; 2® que la fonction v a 
pour variables principales y et 5, pour variables paramétriques x et Zj 
et pour dérivées paramétriques toutes celles qui intéressent x et z k 
Texclusion de y et 5; 3® enfin, que la fonction w a pour variable prin- 
cipale Zy pour variables paramétriques x ^y y s, et pour dérivées para- 
métriques toutes celles qui intéressent x , y j 8 a Texclusion de z. Si 
Ton considére maintenant un groupe d'intégrales UjVjW de notre systeme, 
et que Ton désigne par x^^y^j z^j s^ les valeurs initiales choisies pour 
les variables indépendantes, les déterminations initiales de ces intégrales 
seront respectivement: la fonction de 5 a laquelle u se réduit pour 
X — iz^o ~ y — Jfo = ^ — ^0 ~ ^' 1* fonction de x et z k laquelle v se réduit 
pour y — ^0 ~ ^ — ^0 = ^> ^* ^^ fonction de x^y y s a laquelle w se réduit 
pour z — Zq =0. 

Cela étant, M. Merat assujettit les seconds membres des systemes 
qu'il considére a une certaine restriction, dont Ténoncé importe peu, ^ 



' Yoici quelle est cette restriotioD: En désignant par u et v deux fonctions in- 
connues quelconques, aucune dérivée de v ne fiffure dans les seconds membres des équations 
de la colonne {u), si qtielque variable prindpale de v esl paramétrique pour u (Ibid., p. 238). 
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mais qui entraine la conséquence capitale suivante: ^ Si aux équations du 
systéme donné on adjoint toutes celles qui sen déduisent par de simples 
différentiations, ces relations^ dites primitives^ peuvent étre rangées dans un 
ordre de succession tely que chacune ne contienne dans son second membre 
{outre les variables indépendantes, les fonctions inconnues et leurs dérivées 
paramétriques) qus des dérivées principdles figurant dans les premiers membres 
des relations antérieures. M. Méray conclut de la que pour reconstruire 
en entier les développements par la serie de Taylok d^intégrales que Ton 
sait d'avance exister, il sufiFit de connaitre seulement leurs valeurs initiales 
et celles de leurs dérivées paramétriques de tous ordres, ou, ce qui 
revient au mérae, les déterrninations initiales de ces intégrales; ' car, ces 
déterminations étant supposées connues, les relations primitives permettent 
de calculer successivement les valeurs initiales de toutes les dérivées prin- 
cipales. Puis, il aborde le probléme inverse, et il cherche si^ réciproque- 
ment, le- systéme donné admet des intégrales ordinaires ayant pour dé- 
terminations initiales respectives des fonctions, choisies au hasard, de leurs 
divers groupes de variables paramétriques." 

Or, pour que les intégrales dont il s'agit existent eflfectivement, il 
faut et il suffit, comme M. Méray le fait observer:* i° que, dans le calcul 
des valeurs initiales des dérivées principales, il y ait concordance nunié- 
rique entré les diverses expressions fournies pour chacune d'elles par les 
relations primitives; 2^ que les développements des intégrales, construits 
a priori comme nous Tavons indiqué, soient convergents. — Se préoccupant 
d'abord de la premiére de ces conditions, M. Méray partage en deux 
classes bien distinctes les systémes du premier ordre, dits immédiatSj qui 
font Tobjet principal de son Mémoire, ,et il les nomme passifs ou non 
passifs, suivant que la concordance numérique des relations primitives y 
a lieu pour des données initiales quelconques ou seulement pour un 
choix convenable de ces demiéres. Apres avoir formule les conditions 
de passivité d'un systéme immédiat,* il 8'occupe en dernier lieu de la 



* Ibid., p. 239 et 240. 

* Ibid., p. 242. 
' Ibid., p. 243. 

* Ibid., p. 245 et 250. 
^ Ibid., p. 245 et suiv. 
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convergence des développements des intégrales, et il est ainsi conduit a 
rénoncé suivant: ' Tout systéme du premier ordre^ immédiat et passif, est 
complétement intégrable, c'est å dire admet un groupe (unique) d^intégrales 
ordinaires ayant pour déterminations initiales des fonctions arbitrairement 
choisies de leurs varidbles paramétriques. Par exemple, le systéme (i), s'il 
est immédiat et passif, admettra, d^aprés cet énoncé, un groupe (unique) 
dMntégrales ordinaires w , t; , w;, se réduisant respectivement: 

u ä une fonction donnée de s pour x- — x^ =y — y^ =e — z^ = o; 

v a une fonction donnée de x et ss pour y — y^ = s — s^ = ö ; 

w a une fonction donnée de o; , y et 5 pour z — z^ = o. 

On voit ainsi qu'en supposant rigoureusement établie la convergence 
des développements des intégrales, la solution générale d'un systéme (du 
premier ordre) immédiat et passif dépend de fonctions (ou constantes) 
arbitraires en nombre précisément egal a celui des inconnues qui s'y 
trouvent engagées. 

Finalement, et en ce qui concerne les systémes diflférentiels quel- 
conques, M. Mékay admet que de simples resolutions d'équations, com- 
binées avec des diflférentiations et des réductions au premier ordre, per- 
mettent de les ramener h la forme immédiate passive. ' 

Comme je Tai dit plus haut, la lecture approfondie de ce Mémoire 
a été le point de départ de tous mes travaux sur les systémes diflfé- 
rentiels partiels, et il va sans dire que, dans cette étude, j'ai examiné 
de trés-prés la demonstration de la convergence. Cette derniére m'ayant 
paru inexacte, je lis part de mes doutes a M. Méray, qui les trouva 
justiliés; les efforts qu'il fit pour modifier la demonstration le conduisirent 
méme a la découverte de certains cas de divergence qu'il ne soup^on- 
nait pas d'abord,^ et il publia en 1890, avec ma collaboration, un 
nouveau Mémoire * ou la convergence des développements des intégrales 
se trouvait établie, cette fois, d'une fa9on rigoureuse, mais, bien entendu, 
pour une partie seulement des systémes immédiats primitivement étudiés. 
Ce Mémoire est reproduit presque en entier dans un ouvrage récent de 

^ Ibid., p. 249 et 8uiv. 
" Ibid., p. 236, 265, 266. 

' Comptos Rendus de rAcadémie des Sciences, 1888^ t. 106^ p. 648. 
* Sur la convergence des développements des intégraks ordinaires d^un systéme d'éqtuX' 
tums différentieUes partielles (Annales de TEcole Normale, 1 890). 

Aeta mathånuUiea, 33. Imprlnié le 14 septembn 1899. 27 



210 Ch. Riquier. 

M. MÉRAY, ^ et il y est accompagné de quelques indicationa sommaires 
sur la marche générale ä suivre pour traiter un systeme quelconque; ' 
la conclusion du Mémoire de 1880 sy trouve, naturellement, modifiée, 
et M. MÉRAY, au lieu de considérer les systémes immédiats passifs comme 
le type fondamental auquel peut se ramener un systeme quelconque, 
assigne maintenant le méme röle aux systémes immédiats et réguiiers 
passifs, qui font Tobjet du Mémoire de 1890: malheureusement, cett« 
nouvelle conclusion n'est pas mieux établie que Tancienne, et, a moins 
de recourir au changement des variables, qu'on doit, a mon avis, s^eflForcer 
d'éviter, il me parait peu probable qu'elle soit exacte. Quoi quil en 
soit, la connaissance des méthodes de M. Mékay et la coUaboration que 
je lui ai prétée m'ont été, pour mes recherches personnelles, extreme- 
ment profitables; nonobstant une erreur dans la demonstration de la 
convergence, ses travaux ont, dés 1880, mis en pleine lumiére le fait 
suivant, qui se trouvait désormais acquis: 

4^^ un systeme du premier ördre, quelle que soit daUleurs sa nature, 
satisfait å la douhle condition 

\^ de la passivitéy 

2^ de la convergence des développements des intégraleSj 

sa solution générale dépend de fonciions {pu constantes) arhitraires en 
nomhre précisément egal å celui des inconnvss qui s'y trouvent engagées. 

Dans Tintervalle qui sépare la publicatiou des deux Mémoirea dont 
je viens de parler, M. König ' avait établi les conditions d'intégrabilité 
absolue d'un systeme du premier ordre de forme telle, qu'en désignant par 

les fonctions inconnues, et par 



* Le^ns nouvélles sur V Atialyse infinitésimale et ses applications géométriques, 1^'* 
partie, p. 3^0 ^t suiv. 

' Le^rnis nouvélles etc.^ p. 353 et suiv. 

' J. König, Ober die Integration swiultaner Systerne partieller Differentialgleichungen 
mit mehreren unbekannten Functionen (Matliematischo Annalcn, t. 23, 1884). 
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les variables indépendantes, le systéme fAt résoluble par rapport aux mr 
dérivées de ;8f^ , 0, , . . . , ^^ relatives a a;^ , i»g , . . . , a;^. Ce type, dans lequel 
rentrent évidemment les systémes partiels étudiés par Cauchy et les 
systémes d^équations diflférentielles totales, n'est lui-méme qu'un simple 
oas particulier des systémes étudiés par M. Méray et moi en 1890. 

Dans une thése de doctorat publiée en 1891/ M. Bourlet parvint 
ä établir qu un systéme diflferentiel quelconque est réductible a une fornie 
du premier ordre, dans laquelle la convergence des développements des 
intégrales est assurée; mais, sauf des cas fortuits, la forme dont il slagit 
n'était point passive, et, par suite, ne faisait nuUement connaitre le 
nombre et la nature des elements arbitraires dont dépendent les inté- 
grales générales. 

Ainsi, la question de Texistence des intégrales dans un systéme quel- 
conque était encore loin de se trouver résolue. Depuis Tépoque de ma 
collaboration avec M. Mbray, j'y avais sans cesse réfléchi, et, poursuivant 
le courant d'idées ou cette collaboration m'avait engagé, je m*eflFor9ais de 
la résoudre en la ramenant au probléme suivant: Etant donné un systéme 
différmtid quelconque (que je supposais ne comprendre qu un nombre limité 
d'équations), le réduire, sauf constatation éventuelle dincompatihilitéy ä un 
systénie du premier ordre ou se trouve réalisée la double condition: 1® de la 
passivité; 2° de la convergence des développements des intégrales. Toutefois, 
pour diverses raisons qu'il seraife trop long d'indiquer ici, j'avais été induit 
a penser qu'en se bornant dés le debut de la théorie, comme on avait 
coutume de le faire, a la considération exclusive des systémes du premier 
ordre, on ny introduisait qu'une simplification apparente, et méme, a 
certains égards, une nouvelle complication. J'avais donc résolu de ne 
m'attacher en premier lieu qu'a la découverte d'une forme canonique 
complétement intégrable, sans m'inquiéter aucunement de Tordre des équa- 
tions; cette forme une fois obtenue, j^espérais pouvoir la ramener a une 
semblable d*ordre inférieur, et par suite au premier ordre. C*est ce qui 
arriva en effet. En 1892, je réussis a opérer la réduction d'un systéme 
quelconque a une forme complétement intégrable, et Tannée suivante 
(1893) je substituai a celle-ci une forme de méme nature, mais du pre- 

' Bourlet, Sur les éqtuiUoths aux dérivées partielles simuUanées qui contiennent 
phmeiirs fonctions inconnues (thése, avril 189 1; Annalcs de TEcole Normale, 1891). 
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mier ordre, oii se trouvaient engagées, avec les inconnues du systéme 
proposé, quelques-unes de leurs dérivées ä titre d^inconnues adjointes. ^ 
Il va sang dire que Véconamie des conditions initiales, évidente dans ce 
dernier systéme en vertu des explications données plus haut, se trouvait 
par lä méme immédiatement connue dans le proposé^ et que, dans Vun comme 
dans VatUre, la solution générale dépendait de fonctions {au constantes) arhi- 
traires en nomhre fini. ^ 

Trois ans apres, en 1896, M. Dblassus, ' a Taide d'une méthode 
toute différente, essen tielleinent basée sur le changeraent des variables, 
donna une deuxiéme solution du probléme dont je m'étais occupé: il 
réduisit tout systéme diflférentiel a une forme complétement intégrable, 



' Comptes Rendus de rAcadémie des Sciences, 28 mara 1892, 27 février 
1893, 24 avril 1893. — Anoales de PEcole Normale, 1893. — Rccueil des 
savants étrangers, t. 32, n^ 3. 

* J^iasiste sur ce point, qui semble n^avoir pas été trés-bien compris de quclques 
lecteurs: par le rcuI fait de la réduction k une forme passive du premier ordre oii la 
coDvergence des développements des iatégralcs ötait assurée, la solutioD générale d*un 
systéme donné devait, oömme je viens de rezpliquer, dépendre finalement de fonctions 
arbi traires en nombre fini, et ces fonctions se dégager dolles-mémes, sans que jWsse 
besoin de m^en inquiéter autrement; mais il nen eiit pas été de méme, si la forme k 
laquelle jaboutissais en dernier lien etlt été d^ordre supérieur au premier. Ainsi, au 
debut d'un Mémoire publié en 1894^ M. Tresse a formule Ténoucé suivant: Etant donné 
un systéme quelconque d^équalions aux dérivées partielles, on peut, apres un noynbre limité 
de différentiations et d^éliminations^ ou hien montrer quil est incompatitle, ou hien le 
nhettre sous forme d^un systéme en involution (systéme passif) dont la solution générale 
dépend älors, suivant les cas, de fonctions ou de constantes arbitraires (Acta matbe- 
matica, 1 894, p. 9). Or, en supposant établie la convergenoe des développements des 
intégrales (partie de la question que M. Tresse ne se proposait pas d^ezaminer), il ressort 
uniquement de sa demonstration que, pour déterminer un groupe d'intégrales ordinaires de 
ce systéme en involution, dont I ordre est quelconque^ on peut se donner arbitrairement 
certaines portions de leurs développements respectifs, c'e8t-ä-dire oertaines constantes, en 
nombre le plus souvent infini, et qui, dans le cas general, ne se grouperont pas deUes- 
mémes en un nombre fini de fonctions. Jajoute que M. Tresse me semble avoir laissé 
dans fombre certains poiuts importants, et n'avoir pas montré, par ezemple, comment on 
peut, d laide dun nomirre Ihnité d operations^ sassurer si les conditions dintégrabilité 
dun systéme donné se trouvent ou non satisfaites. 

' Blxtension du théoréme de Cauchy aux systémes les plus généraux d^équations aux 
dérivées partieUes (Annales de TEcole normale, 1896). 
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et, dans un énoncé trop long pour étre rapporté ici, ^ il indiqua en 
détail les fonctions et constantes arbitraires don t se trouvait dépendre, 
apres cette réduction, la solution générale. 

De tous les auteurs dont je viens d'énumérer les travaux, deux seule- 
inent, M. Delassus et moi, ont traité d'une maniére générale la question 
de Texistence des intégrales, et encore convient il d'observer que la mé- 
thode de M. Dblassus, la derniére en data, tombe en défaut dans le cas 
oii le changernent des variables est a éviter; si Ton a affaire, notamment, 
ä un systeme complétement intégrable, ' dont on soit tenu, pour telle ou 
telle raison, de ne pas modifier la structure, il sera presque toujours im- 
possible de le considérer comme appartenant au type canonique, de forine 
trés-particuliére, définie par ce géométre, et d'appliquer les conclusions 
de Ténoncé auquel j ai fait allusion plus haut. Bien que ma méthode 
me semblat, en grande partie, échapper a ces inconvénients, je me suis 
efforcé, comme je Tai dit, de Taméliorer au double point de vue du 
fond et de la forrae. Par exemple, au lieu d'avoir recours, comme je 
Tavais fait jusqu'ici, a la réduction au premier ordre, pour fixer Téco- 
nomie des conditions initiales qui déterminent entiérement une solution 
ordinaire de ma forme canonique, je substitue a ce procédé une méthode 
directe, dont Temploi permet d'abréger, dans une mesure considérable, 
et les raisonnements de la théorie, et les calculs de la pratique. Je 
modifie également, pour aboutir a des conclusions plus larges, ma de- 
monstration de la convergence des développements des intégrales. Enfin, 
la considération des cotes, qui peut, au premier abord, sembler bizarre 
et artificielle, mais a laquelle je suis redevable de tous mes resultats 
antérieurs, me fournit aujourd'hui le moyen, non seulement d*étendre ces 
resultats d^une maniére notable, grace a une généralisation de ma forme 
canonique,' mais encore d*en formuler quelques autres sur des systémes non 
canoniques, et en particulier de généraliser un théoréme de M. Goursat/ 



* Annales de TEcole Normale, 1 896, p. 46 1 et 462. 

' Ccst k dire remplissant la double condition: I^ de la passivité; 2° de la cod- 
vergeocc des döveloppemeDts des intégrales. 

' Voir les O om p tes Ren dus de TAoadémie des Sciences, 27 déoembre 1B97. 

* Voir les Comptcs Rendus de rAcadémie des Sciences, 6 déoembre 1897 
et 17 janvier 1 898. 
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L'expo8ition détaillée de ces théories constitue Tobjet du present 
Mémoire. 

La preraiére partie est consacrée a la méthode nouvelle qui me sert 
ä fixer, dans un systéme difFérentiel passif, réconomie des conditions 
initiales, c est a dire des fonctions ou constantes, en nombre fini, dont la 
donnée détennine entiérernent un groupe d^intégrales hypothétiques du 
systéme. ^ 

Dans la deuxiéme partie, je définis une forme de systéme difiFérentiel 
que je nom me orthotque^ j'établis les conditions nécessaires et suffisantes 
pour qu'elle soit passive, et je montre, par divers exemples, ^ que les dé- 
veloppements des intégrales hypothétiques n'y sont pas nécessairement 
convergents. 

Dans la troisiéme partie, j'étudie un cas remarquable et trés-étendu 
ou cette convergence ne peut manquer d'avoir lieu: c'est celui des systémes 
que je qualifie d^orthonomes. ' 

Dans la quatriéme, je prouve qu*un systéme difiFérentiel quelconque 
peut se ramener a la forme orthonome passive. 

Dans la cinquiéme, j'établi8 diverses propositions relatives a des sy- 
stémes non orthonomes. 

Enfin, dans TAppendice qui fait suite au Mémoire, je montre, d'abord, 
que toutes les formes complétement intégrables étudiées jusqu^a ce jour 
sont de simples cas particuliers de la forme orthonome passive, et ensuite, 
que les resultats exposés par M. Gouusat dans les Comptes Rendus 
du 2 novembre 1897 se trouvent contenus dans ceux que j'expose a la 
lin de la cinquiéme partie. 

^ Yoir les Comptes Reodus de rAcadémie des Soiences, 3' ^^^ 1898. 

' Yoir les Comptes Rcndus de rAcadémie des Sciences, 13 döcembre 1897. 

' Je tiens k faire observer dés mainteDant que le mot orthonome, tel qu il so 
trouve défiai dans le present Mémoire, po8séde une significatioo plus large que dans mes 
travauz antérieurs. Consulter k ce sujet TAppcndice qui fait suite au Mémoire. 
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PREMIERE PARTIE. 



Probléme préliminaire. 

I. En désignant par o; , y , ^ , . . . des variables indépendantes en 
nombre quelconque, par x^^y^yZ^j... des valeurs particuliéres attribuées 
a ces variables, et par iJ^ , iJ^ , i?, , . . . des constantes positives, nous 
dirons qu'une fonction de a? , y , 2? , . . . est dévdoppahle dans le domaine 
{B, , jBy , Ti, , . . .) des valeurs particidiéres iJ^o » .Vo > -^o ' • • • > ^^' pour toutes 
valeurs de rr, y , js?, . . . satisfaisant aux relations mod {x — x^) < Ä,, 
mod (1/ — jfo) < jRy, mod {z — z^) < R, ^ . . . , el le est représentable par la 
somme d^une certaine serie entiere en x — x^ j y — ^o » ^ — ^0 > • • • • ^® 
quantités i?, , jB^ , jB, , . . . se nomment les rayons du domaine. 

D'aprés cela, lexpression la plus générale d' une fonction de ir,y,j8?,... 
développable dans quelque domaine des valeurs initiales a;^ , J/q > ^0 » • • • » 
s'obtiendra par la considération d'une serie entiere en x—x^^y—y^yZ—z^^... 
dont tous les coefilcients sont arbitraires, et soumis, dans leur ensemble, 
ä la seule restriction de la convergence. Un pareil développement, a 
coefficients totis indéterminés, constitue ce que nous appellerons une fonc- 
tion schématique de aJ,y,^,...; si le nombre des variables indépendantes 
se réduit a zéro, la fonction schématique dégénére en une constante sché- 
matique. 

On dit qu'un monome 

entier par rapport aux différences x — x^^y — y^ y ss — ^^ , . . . , est di- 
visihle par un monome de méme espéce 

Ä\x — x,Y{il-y,Y{z — z,Y.... 

si aucune des différences 

a — a',/9 — /y,^— ^',... 
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n'eat negative. TI est clair que si un premier monome est divisible par 
un second, et celui-ci divisible par un troisiéme, le premier Test forcé- 
ment par le troisiéme: car les relations évidentes 

a — a" = (a — a') + (a' — a") 

r-^r==(r-r) + (r'-A 

ne peuvent contenir dans leurs premiers membres quelque difiFérence ne- 
gative, que si elles en contiennent quelqu'une dans leurs seconds membres. 
Cela pose, considérons un ensemble liniité H^ formé avec des mo- 
nomes, de coefficient i, entiers par rapport aux différences x — x^^y — ^o» 
e — ^^ , . . . ; si, dans le développement de notre fonction schématique, on 
supprime tous les termes qui admettent pour diviseur quelqu'un des mo- 
nomes de cet ensemble, nous dirons que la portion restante du développe- 
ment est le résidu de la coupure JE, pratiquée dans le développement 
total. On peut d'ailleurs, sans changer le résidu, négliger dans Tensemble 
E les termes que nous nommerons superfluSy c est a dire ceux qui ad- 
mettent pour diviseur quelque autre terme du méme ensemble. 

2. Le résidu dune coupure E^ pratiquée dans le développement d'une 
fonction schématique de rr , y , ;er , . . . , ^yeut étre mis sous la forme 






(2) ^, (x - ^'o)"^ — y.Ti.e — ^o)" • • • Fe„ 



^ ^n y K j ^m ' ' ' désignent des entiers positifs ou nuls, 0^ un groupe de 
variahles indépendantes extrait du groupe total x , y ^ z j . . . j et Fff^ une 
fonction schématique des seules variables 0^; les termes élémentaires provenant du 
développement de Vexpression (2) quand on y remplace les fonctions schématiques 

par leurs développements respecfifSj sont tous dissemblables en x — x^^y — y^, 

I. Notre proposition est exacfe, si dans Vensemhle E ne figure effec- 
tivement qtnme setile des différences x — rr^ , y - y^^ z — z^j 



• • • . 



Sur une questioo fondamentale du oalcul integral. 217 

Car, apres la suppression des tennes superflus, Tensemble E se coinpose 
d'un monome unique tel que {x — x^Y^ et le résidu de la coupure est 
alors évidemment 

(4) F^{}i,z,...) + {x — x^)F^{y,z,...) + {x — x^yF^{y,Zy..) + ... 

on F^ j F^ , F^ y . . . j jP„_i désignent a fonctions schématiques des seules 
variables y,Zj...'y on a ainsi une expression satisfaisant aux conditions 
de Ténoncé. 

IL Si notre proposition est exacte dans le cas oii V ensemble E contient 
effectivement molns de k + i différenceSy elle V est encore dans le cas ou U 
en contient k + i. 

Le point ä établir est evident si, apres la suppression des termes 
superflus, le nombre des différences figurant eftectivement dans Tensemble 
donné tombe au dessous de Ä+ i. 

Si ce nombre reste egal a ä:+ i> supposons, pour fixer les idées, 
que X — x^ soit une des ft+ i différences dont il s*agit, désignons par a 
Texposant maximum dont elle se trouve affeetée dans Tensemble, et 
partageons ce demier en plusieurs autres 

E\E\ ..., E^-S E% 

suivant que, dans les divers termes de E^ la différence x — x^ figure 
avec Tun ou Tautre des exposants 

o , I y . . . y oc I } et. 

En supposant, comme noua le faisons, que Tensemble E ait été débarrassé 
de ses termes superflus, les monomes 



a— 1 



X — X^y {x — x^)\ ..., {x — x^) 
sont absents des ensembles respectifs 
(5) E\E\...,E'-\ 

sans quoi les termes de E"^ admettraient pour diviseur quelque terme des 

Aeta mathemaHoa. 28. Impriroé le 11 septembre 1899. 28 
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ensembles (5); quant a Tensemble £**, il peut, suivant les cas, contenir 
ou non le monome {x — x^y. Cela étant^ nous désignerons par 

les ensembles respectivement déduits de (5) en rempla9ant par zéro, dans 
chacun de leurs termes, Texposant de x — rc^, sans changer les exposants 
des autres diflférences; et, dans Thypothése ou E"" ne contiendrait pas le 
monome {x — x^Y, nous nommerons e" Tensemble déduit de E"^ par la 
méme operation. En posant, pour raison de symétrie, e^ = JE*, il est 
clair que dans la totalité des ensembles 

flgurent au plus k diflférences. 

Enfin, décomposons par la pensée le résidu de la coupure E en 
divers tron9ons, comprenant respectivement: le premier, les termes in- 
dépendants de x — x^\ le second, les termes du premier degré en x — x^; 
etc. ; Tavant-dernier, les termes de degré a — i en x — x^] et le dernier, 
tous les termes restants, c'est-ä-dire ceux qui sont d'un degré au moins 
egal å a par rapport a cette différence. Le résidu de la coupure peut 
alors s'écrire 

(6) T^{y^z,..) + {x — x,)T,(jf,e,...) + ... 

+ {x — x,Y-'T,^,{i,,z,...) + (:x-x,YT{x,y,z,..,), 

et il s'agit de déterminer les formes respectives des expressions 

(7) T^(tfy0y...) , T^{y,z,..) , ..., Ta^iiyjZy...) , T{x,y ,0, ...). 
Considérons ä cet effet les deux monomes 

(8) (.^-^o)%-yo)X^-^or.--. 

(9) (y— yo)'(^— O^..., 

dont le second se déduit du premier en y rempla9ant Texposant a par 
zéro. Pour que le monome (8) n'admette comme diviseur aucun des 
termes de Tensemble E, il faut et il suffit: 



i 
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81 a = O, que le nionorae (9) ne soit divisible par aucun terme de c®; 
si a = I , que le nionome (9) ne soit divisible par aucun terme de 

si a =2, que le monome (9) ne soit divisible par aucun terme de 

etc; 

si a = a — I , que le monome (9) ne soit divisible par aucun terme 
de [e\e\e\..., ef-']. 

Il suffira don c, pour connaitre successivement 

de pratiquer, dans le développement d'une fonction schématique des seules 
variables y,;8f,..., les coupures respectives 

Reste a calculer T{XjyyZ, ...). Si Tensemble JF" contient le monome 
{x — x^Yj T{x,y y is j ...) est identiquement nul. Dans le cas contraire, 
on observera qu'en supposant a^a, la condition nécessaire et suffisante 
pour que le monome (8) ne soit divisible par aucun terme de Ey est que 
le monome 

ne soit divisible par aucun terme de 

(10) ' [e\e\...y€f^-'\e^]; 

en conséquence, il suffira, pour connaitre T{Xyy yZy . .)y de pratiquer la 
coupure (10) dans le développement d'une fonction schématique de toutes 
les variables XyyyZy . . . . 

Ainsi, le calcul des expressions (7) peut s'effectuer par des coupures 
opérées a Taide d^ensembles oii les dififérences x — a?© > ^ — tfo j ^ — ^o'*" 
figurent en nombre au plus egal k k. Un simple coup d'oeil jeté sur 
la formule (6) nous montre alors que notre théoréme, supposé exact dans 
ce dernier cas, ne cesse pas de Tétre quand ces différences figurent en 
nombre Ä + i dans Tensemble donné. 

III. Le simple rapprochement des alinéas I et II suflfit a établir 
Texactitude de notre énoncé general. 
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3. Supposons que le résidu d'une coupure Ey pratiquée dans le dé- 
veloppernent d'une fonction schématique de a; , y , jer , . . . , ait été mis sous 
la forrne (2), définie au numéro précédent; et désignons par cd^ le groupe 
de variables complémentaire du groupe 0„, c est a dire tel, que l'en- 
seinble des deux groupes 0^ , w^ reproduise une fois et une seule chacune 
des variables indépendantes x^y jZ, . .. , Si, considérant le développement 
(sans coupure) de notre fonction schématique, on en prend la dérivée 
d'ordre8 partiels a„ , J^ , c„ , . . . , et qu'on attribue ensuite aux variables 
(o^ leurs valeurs initiales, on tombe sur un développement, <^^^, ne dé- 
pendant évidemment, comme F^^, que des variables ö„. 

Cela étant, les deux développements F^^ , 0^^ convergent dans les mémes 
limiteSj et la connaissance de V un équivaut å cdle de Vautre. 

I. Si, sur un développement entier en x — -c^, , y — % , ^ — z^^,.., 
contenant comme facteur commun dans tous ses termes le monome 



(I O i^—^ordf—yj^i^—^) 



Cm 

• • . , 



on effectue la dérivation d'ordres partiels a„ , J^ , c« , . . . , U suffit, pour 
remonter du développement ainsi obtenu au premier, d'effectuer sur lui a^ 
quadratures relatives å x, b^ relatives å y, c^ relatives å z, etc., en ayant 
soin que le resultat de chaque quadrature s^annule pour la valeur initiale de 
la variable quelle intéresse. 

Gette remarque, que Ton vérifie sans peine pour un terme quel- 
conque du développement donné, sapplique par la méme au développe- 
ment tout entier. 

II. Si un terme du développement schématique de notre fonction 
ne contient pas en facteur le monome (11), la dérivation d^ordres partiels 
<^n9 Kj ^n ' ' ' y exécutée sur le terme dont il s'agit, donnera pour resultat 
zéro. Si un terme du méme développement contient en facteur le mo- 
nome (ii), et si, abstraction faite de ce facteur, il dépend de quelqu une 
des variables du groupe ö>n, la dérivation d^ordres partiels ä^,^^,^^,..., 
puis rattribution dans le resultat aux variables a>„ de leurs valeurs 
initiales, donneront encore un resultat nul. Il sufiTit donc, pour effectuer 
1'opération indiquée par Ténoncé, de considérer, dans le développement 
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schématique de notre fonction, Fensemble dea termes qui contiennent en 
facteur le monome (ii), et qui, abstraction faite de ce facteur, dépendent 
des seules variables d^. 

Or, les termes dont il s'agit sont précisément ceux que contient Tex- 
pression 

(^— ^o)"(y— yo)'"(^— ^o)"---^^.; 

car, 8'il en existait d autres dans la portion (2) du développement, cette 
derniére contiendrait, contrairement a ce qui a lieu, plusieurs termes 
schématiques semblables; et, sMl en existait d'autres dans la portion 
restante, les deux portions contiendraient des termes schématiques respec- 
tivement semblables, ce qui est absurde. Il suffit donc, pour passer de 
^B^ a <^^^, de multiplier F^^ par le monome (11), et dexécuter sur le 
resultat la dérivation d'ordres partiels a^ , J„ , c„ , . . . . Inversement, pour 
passer de (P^^ a F^^, on exécutera, sur 0^^, a^ quadratures relatives arr, 
h^ relatives ä y, c„ relatives a z^ etc, en ayant soin que le resultat de 
chaque quadrature 8'annule pour la valeur initiale de la variable qu'elle 
intéresse (I), puis on supprimera, dans le développement ainsi obtenu, le 
facteur commun (11). 

Dans le cas oii le monome (11) ne contient effectivement aucune des 
variables ^„, il est clair qcie les deux fonctions F^^j 0f,^ ne différent que 
par un facteur numérique, et que Ton a 

00^= I . 2 . . . a„ X I . 2 . . . J„ X I . 2 ... c^ X ... X Fff^. 

4. Supposons que, dans une question quelconque, on ait a considérer 
une fonction inconnue u des variables rr , y ,;?,... , et le développement 
de cette fonction a partir des valeurs particuliéres a?^, , y^, , js?^, , . . . ; suppo- 
sons en outre que, parmi les données de la question, doive figurer le 
résidu d'une certaine coupure, pratiquée dans le développement dont il 
s'agit. Pour formuler une pareille donnée, on commencera par mettre 
ce résidu sous la forme (2), en y laissant provisoirement tous les coefli- 
cients indéterminés; cela fait: 

Ou bien on se donnera les g fonctions (3) qui figurent dans Tex- 
pression (2); 

Ou bien, faisant successivement n = i , 2 , ..., 5^, on se donnera la 
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fonction des variables 0^ a laquelle se réduit ^ , ^ . ^ , par 1 attribu- 

» ^ a«*«a^*-a2«" . . . ^ 

tion aux variables w^ de leurs valeurs initiales. 

Moyennant le recours éventuel ä des quadratures, cette seconde 
donnée est, comme nous Tavons vu {3), entiérement équivalente a la 
premiére. 

Par exemple, si Tenserable E se réduit au terine unique (x — x^Y^ 
la donnée, dans une question quelconque, du résidu de la coupure Ej 
pratiquée dans le développeraent de ti^ pourra se formuler: soit par celle 
des a fonctions 

j;(y,^,...) , F^{j),z,.,.) , . . . , F«_i(t/,^,...), 

qui figurent dans Texpression (4); soit par celle des a fonctions de y, ;? , . . . 
auxquelles se réduisent respectivement 

pour X = x^. 

5. Eclaircissons ce qui précéde par d^autres exeraples. 

I. Considérons une fonction schématique u des variables Xyy,Zj...j 
et supposons que Tensemble Ey ä Taide duquel on veut pratiquer une 
coupure dans le développement de cette fonction, se compose du tenne 
unique {x — oCoYitf — y^Yy oii a et y9 sont Tun et Tautre supérieurs a zéro. 
En adoptant les niéraes notations qu'ä Talinea II du n** 2, on voit que 
les ensembles JB®, -B^, . . . , JB"*"^ n'existent pas, et que Tensemble -E"* se 
réduit a {x — ^oY(jf — VoYy ^"^> P^^ suite, les ensembles c®, e^, . . . , e""* 
n'existent pas, et que Tensemble e'^ se réduit ä (tf — y^Y- Les expressions 

■^oiy y ^ ? • • •) > -^ i\i/ 9 ^ 9 • ' ') 9 • • • > -^a-\\y j ^ 9 •• ') 

se réduisent donc a de simples fonctions schématiques des seules variables 

y y Zy Ouant a Texpression T{x , y , ^ , . . .), elle s^obtiendra en pratiquant 

la coupure (y — y^Y ^^^^ ^^ développement d'une fonction schématique 
de toutes les variables rr,y,jef, .... Il vient ainsi (2, I) pour Texpression (6): 
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(15) ^;(y»^,--0 + (^— ^o)^i(yi^^- ••) + ••• + (^—^o)""'^«-i(y^^^---) 

+ iy—yJ~'Sp^^{x,Zy..)\ 

oii jF^ , Fj , . . . , F«_i désignent des fonctions schématiques de y , ^ , . . . , et 
H^y H^ y . ..j Hp^i des fonctions schématiques de x^Zj.... 

En conséquence, la donnée, dans une question quelconque, de la 
portion du développement de u qui résulte de la coupure JS7, pourra se 
formuler: 

soit par celle des a + fi fonctions 

qui figurent dans Texpression (15); 

soit par celle: i^ des a fonctions de y ^z].. . auxquelles se réduisent 
respectivement 

3i4 3«-^ u 



w, r- 



pour x^=^x^\ 2® des ^ fonctions de XyZ^... auxquelles se réduisent 
respectivement 

pour y = yo- 

Il est clair qu'en permutant, dans lopération précédente, les röles 
respectifs des variables x et y, on arrivera, pour la portion considérée 
du développement de w, a la forme 

(16) P^{x,Zy..) + {y— y;)P^{x,z,. ..) + ... + {!/— y^y'^Pfi^^{XyZ,..) 

+ {x — x.Y'-' Q^^ij/ ,$, . . .)]. 

Dans une question quelconque, la donnée de cette portion de développe- 
ment pourra donc encore se formuler: 
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soit par celle des a + ^ fonctions 

qui figurent dans Texpressioii (i6); 

soit par celle: i** des ^ fonctions de x^gj... auxquelles se réduisent 
respectivement 

^ ' 9^ ' • • • ' V^i" 

pour y = y^^; 2^ des a fonctions de y,Zy... auxquelles se réduisent 
respectivement 



pour X = Xq. 

IL Considérons une fonction schématique des trois variables a;,y,ir, 
et un ensemble E composé du terme unique {x — i*?^)(y — ^oX^ — ^o)* ^^ 
adoptant les raémes notations qu'a Talinea II du n** 2, on voit que a== i, 
que Tensemble E^ n'existe pas, et que Tensemble E*" ou E^ se réduit a 
{x — x^)(tf — yo)(^ — Zq); que, par suite, Tensemble e" ou e^ se réduit a 
(y — yo)(^ — ^o)' l)8,ns la formule 

(17) T,{j,,z) + {x — x,)T{x,y,z\ 

Texpression T^iy^z) se réduit donc a une fonction schématique des seules 
variables y yZj et Texpression T(ir,y , z) sobtiendra en pratiquant lacoupure 
{y — yo)(^ — ^0) ^^"^ ^^ développement d'une fonction schématique des 
trois variables x^yjZ. On a ainsi, conformément a Texemple I, 

T{x,y,z) = n{x,z) + {y — y,)P[x,y\ 
et la formule (17) devient alors 

(18) F{y,z) + {x — x,)H{x,z) + {x — x,)[y — y,)P{x,y\ 

ou F{y , z) j II{x , z) , P{x j y) désignent trois fonctions schématiques. 

En conséquence, la donnée, dans une question quelconque, de la 
portion du développement de u obtenue comme résidu de la coupure E^ 
pourra se formuler: 
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soit par celle des trois fonctions F{y , z) , H{x , z) , P[x , y), qiii 
figurent dans Texpression (i8); 

soit par celle: i® de la fonction de y et jer ä laquelle se réduit u 

pour ir = a?^ ; 2® de la fonction de o? et £f a laquelle se réduit — pour 

y = ^0*' 3° de la fonction de ic et y a laquelle se réduit — — pour B=^$^. 

En permutant d'une fa9on quelconque, dans Topération précédente, 
les röles respectifs des trois variables x^y^Zj on arrivera, pour la portion 
considérée du développeraent schématique, a une forme se déduisant de 
(18) par la permutation dont il 6'agit. Corame il existe six permutations 
de trois objets, on obtiendra en tout six formes, de chacune desquelles 
on déduira, comme ci-dessus, deux maniéres de formuler la donnée de 
cette portion de développement. 

III. Si Tensemble E se compose uniquement de monomes du premier 
degré, par exemple de x — x^ et y — y^, il est clair que le résidu dela 
coupure E est une fonction schématique de toutes les variables autres 
que aj et y, et que la donnée, dans une question quelconque, de cette 
portion du développement de u se formulera par celle de la fonction a 
laquelle doit se réduire u pour x — 3?^ =y — y^ = o. 

IV. Considérons une fonction schématique des trois variables a:, y,jEf, 
et supposons que Tensemble E se compose des deux termes 

En adoptant les mémes notations qu'a Talinea II du n® 2, on voit que 
Tensemble E^ n'existe pas, et que Tensemble E"^ ou E^ se compose des 
deux termes ci-dessus; que, par suite, l'ensemble c** ou e^ se compose des 
deux termes 



(19) y—Vo f ^—^i 



O' 



Dans la formule (17)1 Texpression T^iyyz) se réduit donc a une fonction 
schématique des seules variables y et ^, et Texpression T(a? , y , xr) 8'obtient 
en pratiquant la coupure (19) dans le développement d'une fonction sché- 
matique de XyyjZ; conformément a Texemple précédent, T[Xjyje) est 
alors une fonction schématique de la variable rr, et l'expression (17) 
prend la forme 

Aeta maihmnaiiea, 28. Imprlin6 le 11 septembre 1899. 29 
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(2p) F(t,,z) + {x — x,)H{x) 

oii F(t/ , is) , 3{x) désignent deux fonctions schématiques. 

En conséquence, la donnée, dans une question quelconque, de la 
portion du développement de ii qui résulte de la coupure Ej pourra se 
formuler: 

soit par celle des deux fonctions F{yyz)j B.[x) qui figurent dans 
Texpression (20); 

soit par celle: 1° de la fonction de // et z h, laquelle se réduit u 

pour X — Xq =0; 2** de la fonction de a; a laquelle se réduit — pour 

y — Vo =^ — h =0. 

V. Considérons une fonction schéniatique des trois variables a?, y, ;?, 
et supposons que Tensemble E se compose des trois termes 

^ — ^0^ (y-^oX^— ^o)> {y—yS- 

Uentier a est ici egal a i, ^ensemble E^ se compose des deux termes 

(21) in—yX^—^o) y iif—yoYy 

et Tensemble E^ du terme unique x — x^; Texpression T{Xyy,z)f qui 
figure dans la formule (17), est donc identiquement nulle, et Texpression 
T^ijfjZ) s'obtient en pratiquant la coupure (21) dans le développement 
d*une fonction schématique des seules variables y et z. En ordonnant 
Tensemble (21) par rapport aux puissances croissantes de y — y^, et 
appliquant la méthode exposée au n® 2, on volt immédiatement: i® que 
Texpression T^iy^z) est de la forme 

2** que Siy^z) est identiquement nul; 3° que S^{z) est une fonction sché- 
niatique de z\ 4® que S^{z) et 8^[z) 8'obtiennent en pratiquant la coupure 
z — z^ dans le développement d'une fonction schématique de Zj et se 
réduisent par conséquent a des constantes schématiques. 

En définitive, on obtient, pour la portion du développement sché- 
matique résultant de la coupure Ej Texpression 

(22) J^W + Ä(jf — y,) + B(t, — y,y, 
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oii A y B désignent deux constantes schématiques, et F{z) une fonction 
schématique. 

Cela étanty la donnée, dans une question quelconque, de la portion 
du développement de u provenant de la coupure dont il slagit, pourra 
se formuler: 

soit par celle des deux constantes A , B et åe la fonction F{z)y qui 
figurent dans Texpression (22); 

soit par celle: i^ de la fonction åe z k laquelle se réduit u pour 
X — ^o=y — y© = o; 2** des valeurs numériques que prennent respective- 

inent — et --, pour x — x^=y — y^=z — z,=o. 

VI. Considérons une fonction schématique des trois variables Xyy yZj 
et supposons que Tenseinble E se compose des quatre termes 

(^— ^o)'(^— O'» (^ — ^a)'(y— ^o) t (y— yoX^— ^0)» iy—y^y^ 

En ordonnant Tensemble E par rapport aux puissances croissantes de 
y — y^, on obtient les trois ensembles 

{^—^,)\^—^y ; [{^—^oY^—yo) y (y — yoX^— ^0)] ; (y—vS- 

La portion du développement schématique provenant de la coupure E 
est donc de la forme 

T,{x,z) + [y — y,)T,[x,z) + {2f — y,yT{x,y,z), 

et Ton voit, par Tapplication de notre méthode: i** que Tix^y^z) est 
identiquement nul; 2^ que T^{XyZ) s obtient en pratiquant la coupure 
{x — ^^Yi^ — ZqY dans le développement d'une fonction schématique des 
seules variables x et z; 3® que T^{x,z) s'obtient en pratiquant la coupure 

ou, ce qui revient au méme, la coupure 

{x—x^y, z—z^ 

dans le développement d'une fonction schématique des seules variables 
X et z. 
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En calculant, d'apré8 cela, les expressions Tq{x , z) , T^{x j z)j on 
trouvera: i*^ qu^elles ont respectivement les formes 

Toi^f^) = S,{z) + {x-x,)S,{0) + {x ^x,yS{x,M), 
T,{x,z)=U,{x) + {z-z,)U{x,zy, 

2® que U{x , z) est identiquement nul, que S{x , z) s obtient en pratiquant 
la coupure {z — z^^ dans le développement d*une fonction schématique de 
X et Zy que S^{z) et 8^{z) sont des fonctions schéraatiques de ;8f, et que 
U^{x) s'obtient en pratiquant la coupure {x — a;^)' dans le développement 
d'une fonction schématique de x. Il vient ainsi: 

(23) T,{x,z) = F,{z) + [x-x,)F,{z) + {x-x,y[H,{x) + {z-z,)H,{x)\ 
T^{x,z) = A + B{x — x,\ 

OVL A j B désignent des constantes schématiques, et F^[z) j F^[z) ^ H^{x)y 
J3j(a?) des fonctions schématiques; on en déduit, pour la portion de dé- 
veloppement cherchée, 

(24) F,[z) + {x-x,)F,{z) + {x-x,yH^{x) + {x-x,y{z-z,)H,{x) 

+ Aijf—y^) + B{x — x^)(y—y,). 

En conséquence, la donnée, dans une question quelconque, de la portion 
du développement de u provenant de la coupure E, pourra se formuler: 

soit par celle des deux constantes -4 , jB et des quatre fonctions 
F^{z) ^ F^{z) , Bq{x) , H^{x)y qui figurent dans Texpression (24); 

soit par celle: 1° des deux fonctions de z auxquelles se réduisent 

respectivement w et — pour x — o&^=y — i^o ~^5 ^^ ^^^ deux fonctions de 
X auxquelles se réduisent respectivement j et —7— poury— ^0=-^ — ^o="0; 
3® des deux valeurs numériques que prennent respectivement — et 



dy dxdy 

pour X — X^ =y — y^ = ^ — -2?o = O. 

Le calcul de Texpression T^{XjZ) 8'efiFectue, comme nous venons de 
le voir, en pratiquant la coupure {x — oc^yi^ — ^0)* ^^"^ ^^ développe- 
ment d'une fonction schématique de x et Zj et Ton tombe ainsi sur Tex- 
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pression (23). Or, il est clair qu*en permutant, dans cette operation, les 
röles respectifs des variables x et Zj ou obtiendra 

T,{x, z) = P,{x) + {z-z,)P,{x) + {z-z,y\.QM + {x-x,)Q,{z)\ 

La portion de développement schématique provenant de la coupure E 
peut donc aussi se mettre sous la forme 

(25) P,{x) + {z-z,)P,{x) + {z-z,yQ,{z) + {z-z,y{x-x,)Q,{z) 

ou il , jB désignent deux constantes schématiques et P^{x) y P^ix) j Q^{z)y 
Q^{z) quatre fonctions schématiques; et, en conséquence, la donnée, dans 
une question quelconque, de la portion du développement de u provenant 
de la coupure dont il 8'agit, pourra encore se formuler: 

soit par celle des deux constantes Aj B et des quatre fonctions 
P^{x).P^{x)j öo(^)> öi(^)' q^^ figurent dans Texpression (25); 

soit par celle: 1° des deux fonctions de x auxquelles se réduisent 

respectivement u et — pour y — yo=^ — ^o = o; 2° des deux fonctions de 
z auxquelles se réduisent respectivement — -^ et —^ — pour rr— aj^ =y~yo =0; 
3° des deux valeurs numériques que prennent respectivement — et 



dy dxdy 

pour X — X^ =y — y^ =Z — Z^ = O, 

5'. Soient w, t;, . . . diverses fonctions schématiques (en nombre liinité) 
des variables x y y ^ z , . . . . Considérant un ensemble limité formé avec 
des dérivées de w , v , . . . , convenons de dire quune dérivée quelconque 
de Tune des fonctions u y v y . . . est principale relativement a cet ensemble, 
si elle colncide avec quelqu'un des termes de Tensemble ou quelqu'une 
de leurs dérivées; convenons de dire, dans le cas contraire, qu'elle est 
paramétrique par rapport a Tensemble. 

Cela pose, si, dans les développements respectifs de u , t; , . . . , on 
considére exclusivement les termes qui, aux facteurs numériques connus 
prés, ont pour coeflficients les valeurs initiales de ces fonctions et de leurs 
dérivées paramétriques de tous ordres, il est facile de voir que ces portions 
de développements peuvent sobtenir a l'aide de coupures. Par exemple, 
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81 les dérivées de u figurant dans ^ensemble donné ont poar ordres 
partiels respectifs, relativement a rr , y , j? , . . . , 

^' 9^ 9 f 9 ' ' - } 

ä" jO" ^' 

« i p 9 r > • • • > 

a 9 P J f ) • • • > 



il suffira, pour obtenir la portion considérée du développement de ti , de 
pratiquer dans son développement total la coupure 



{x — x,Y(tf- 


-y.n^- 


■"^o) • • • > 


{x-x,Y{y- 


-yj'{^- 


"^o) • • ' > 


ip a;,r(t/- 


-y.n^- 


- Ä V" 

^0/ ' ' ' 9 



On résout ainsi, de la maniére la plus simple, un probléme qui se 
présente sans cesse dans Tétude des systémes dififérentiels. 
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DEUXIÉME PAKTIE. 



Systémes orthoiques; conditions de passivité; divergence 
éventuelle des développements des intégrales hypothétiques. 

6. Soieiit 

^ 9 y } • • • > 

des notations (en nombre liniité) désignant, les premiéres diverses variables 
indépendantes, les autres diverses fonctions de ces variables. A chacune 
des quantités 

faisons correspondre p entiers, positifs, nuls ou négatifs, que nous nomme- 
rons respectivement cote premiérey cote secondey ..., cote p*^""* de cette quantité, 
les entiers dont il slagit étant assujettis ä la seule restriction, que la cote 
premiére de toute variable indépendante soit positive et au moins égdle ä i. 
Considérons ensuite une dérivée quelconque de Tune des fonctions w, v,. .., 
et noramons cote j'*°® (? = i ; 2 , . . . , p) de la dérivée en question Tentier 
obtenu en ajoutant a la cote g*^°* de la fonction les cotes g**"®* de toutes 
les variables de diflférentiation, distinctes ou non. Désignons enfin par 
å , d' deux quantités appartenant a Tenserable que förment les fonctions 
u j v y . . . et leurs dérivées de tous ordres, par 

C\ y C2 y • • • y Cpj 

Cl y C^ y • • • y Cp 

les cotes respectives de ces deux quantités, et convenons de dire que d' 
est normale ou anormaie par rapport a dy suivant que les différences 

(20) Cl Cl y Cj Cj , . . . y Cp Cp 

gatisfont ou non a la double condition: i"" que ces différences ne soient 
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pas toutes nulles; 2° que la preniiére d^entre elles non égale a zéro soit 
positive. 

Cela étant: 

1° Suivant que la quantité d' est normale ou anormale vis å vis de la 
quantité d, la dérivée —^ — ^ posséde Vune ou Vautre propriété vis å vis 

de la dénvée 



dx" 3y* . . . 
Car, en désignant par 



ffi 9 ff^ y ' • ' ) ffpj 



les coteR respectives de rr , y , . . . , les diflférences (26) sont respectivement 
égales aux différences 

{ci + ag^ + ftÄj + . . .) — {c[ + ag^ + h\ + . . .\ 
(Cj + ag^ + bh^ + ...) — (^2 + aff^ + **, + .. .), 



(Cp + ag^ + bhj, + ...) — (c; + ag^ + % + . . .)• 

2*' Si la quantité d" est normale vis å vis de la quantité (f , et ceUe-ci 
normale vis ä vis de la quantité d, la premiére, J", jouit de la méme pro* 
priété vis ä vis de la derniére^ å. 

Si Ton désigne en eflfet par cj', cj', . . . , Cp' les cotes de å"y et si l'on 
considére les dififérences 



^1 > ^2 "~^ ^3 5 • • • > ^p """" ^p 



p > 



Cl Cl j Cj Cj , . . . , Cp c 



it 

J J . . . , Vp Vp 9 



Cl — Cl y Cj — Cj , • • • y Cp — (?p , 

rangées, comme nous venons de les écrire, en un tableau rectangulaire, 
il résulte de nos hypothéses que, dans chacune des deux preniiéres lignes 
horizontales du tableau, les dififérences ne sont pas toutes nulles, et que 
la preniiére non égale ä zéro y est positive; comme d^ailleurs le dernier 
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terine de chaque colonne verticale est egal a la somme des deux termes 
placés au dessus de lui, la demiére ligne horizontale jouit évidemment 
de la méme propriété que les deux premiéres. 

7. Les quantités fl;,y,...,w,t;,.., étant affectées chacune de p coteSj 
conformément aux indications du n° 6, tout ensemble Ulimité formé avec des 
dérivées de w , t; , . . . se partagej suivant une loi déterminée, en ensembles Ii- 
mités successifs satis faisant å la condition suivante: 

Si ron considére deux dérivées appartenant å Vensemble Ulimité donnéj 
Vune ctéUes est normale ou anormale relativement å Vautre^ suivant que Ven- 
semble partiet ou dle figure précéde ou non cdui de cette autre, 

Observons tout d'abord qu'en désignant par ^ la cote premiére mi- 
nima des diverses fonctions ti , v , . . . , toute dérivée d'ordre n de ces der- 
niéres aura une cote premiére au moins égale a n + ^, puisque la cote 
premiére de toute variable indépendante est au moins égale a i. Il 
résulte de la: 1° que la cote premiére d'une dérivée d'ordre quelconque 
ne tombe jamais au dessous de i + jp; 2° quen désignant par c un entier 
déterminé quelconque, au moins egal ä 1 + ^, le nombre des dérivées 
possédant une cote premiére égale a c est essentiellement limité. 

Cela pose, on partagera d^abord les dérivées de rensemble illimité 
en ensembles successifs d*aprés leurs cotes premiéres croissantes; chaque 
ensemble ainsi obtenu sera, toutes les fois qu'il y aura lieu^ partagé en 
ensembles partiels successifs d'aprés les cotes secondes croissantes des dé- 
rivées qui le composent; puis, chacun des ensembles résultants en en- 
sembles partiels successifs d'aprés les cotes troisiémes croissantes de ses 
termes; et ainsi jusqu'ä épuisement des p cotes. L'ensemble illimité se 
trouvera finalement partagé en ensembles limités se succédant suivant 
une certaine loi, et Ton voit immédiatement que, par rapport a une , 
dérivée quelconque figurant dans Tensemble partiel de rang N, les dé- 
rivées figurant dans les ensembles partiels de rangs 1,2,...,^ — i sont 
toutes normales, tandis que les dérivées figurant dans les ensembles partiels 
de rangs iV,^+ i,... sont toutes anormales. 

8, Supposons actuellement que Ton se donne un ensemble limité formé 
avec des dérivées de tt,t;,...; puis, considérant, parmi les dérivées de tt,t;,..., 
celles qui sont principales relativement ä cet ensemble (5'), partageons-les, 
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conformément aux indicatioDs du n'' 7, en ensembles limités successifsy et 
convenons de dire qu'une dérivée principale est de classe i , 2 , 3 , • • . ,. 
suivant qu'elle appartient au premier, au seeond, au troisiéme^ ... des 
ensembles successifs dont il s'agit. 

Cela pose, et en vertu du théoréme précédent (7), toute dérivée prin- 
cipale est normale ou anormale relativement å une autre, suivant qu^dle est 
ou non de classe inférieure å cette autre. 

On observera que toute dérivée de qudque dérivée principale est de 
classe supérieure ä cette derniére: car, la cote premiére de toute variable 
indépendante étant au moins égale ä i, toute différentiation exécutée sur 
quelqu'une des fonctions w , t; , . . . ou de leurs dérivées a pour e£Fet 
d'augmenter la cote premiére. 

9. Considérons maintenant un systéme dififérentiel ou se trouvent 
engagées les fonctions inconnues u,Vy... des variables indépendantes Xy 
y,..., et, conformément aux indications du n° 6, attribuons p cotes a 
chacune de ces diverses quantités. Le systéme dififérentiel proposé sera 
dit ortJiöiquey si, moyennant un choix convenable du nombre p et des cotes 
attribuées a a;,y,...,w,i;,..., il remplit a la fois les deux conditions 
suivantes : 

1° Le systéme en question se trouve résolu par rapport ä certaines 
dérivées, qui ne figurent, non plus que leurs propres dérivées, dans aucun 
des seconds membres, et ces derniers, si Ton y considére pour un instant 
Xyy j .. ,yUyV J...J et les diverses dérivées de w , t; , . . . qui y figurent, 
comme autant de variables indépendantes distinctes, sont tous développables 
dans un méme domaine. 

2° Chaque second niembre ne contient, outre les variables indépen- 
dantes, que des quantités (inconnues ou dérivées) qui soient normales par 
• rapport au premier membre corresppndant. 

10. Etant donné un systéme orthoKque, nous dirons que les fonctions 

U{x,%jj...) , F(ic,y,...), ... 

constituent pour lui un groupe å*intégrales ordinaireSy si elles remplissent 
ä la fois les deux conditions suivantes: 1° les fonctions ?7(a;, y , . . .), 
F(ic,y, ...),... sont développables dans quelque domaine, et les valeurs 
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qu'elles y acquiérent, prises conjointement avec celles de leurs dérivées 
et des variables indépendantes, restent toujours intérieures a un domaine 
ou les divers seconds membres soient ä la fois développables; 2° la sub- 

stitution de U{x , y , . . .) > ^(^ > y >•••)>•• • ^ w , t; , . . . , opérée entré les 
mémes limites, transforme en identités les diverses équations du systeme. 

La substitution d*intégrales ordinaires connues dans les équations du 
systeme en transforme tous les seconds membres en des fonctions com- 
posées des variables, des intégrales et de certaines de leurs dérivées. 
D^aprés la definition méme des intégrales ordinaires, et entré les limites 
assignées par cette definition, les régles établies pour les fonctions com- 
posées sont applicables aux seconds membres dont il s*agit; d*ailleurSy les 
deux membres de chaque équation étant identiquement égaux apres cette 
substitution, leurs dérivées semblables le sont aussi, et Ton peut, en con- 
séquence, différentier indéfiniment les relations du systeme. Les relations 
ainsi obtenues peuvent ensuite étre combinées de mille maniéres entré 
elles et avec les proposées, puis les resultats de ces combinaisons étre 
différentiés a leur tour, et fournir les elements de nouvelles combinaisons, 
qui seront elles-mémés différentiées; et ainsi de suite indéfiniment. On 
peut, en un mot, déduire du systeme donné une foule de relations dont 
chacune est identiquement satisfaite par la substitution a w , t; , ... d'un 
groupe quelconque d^intégrales ordinaires. 

Panni les relations auxquelles peuvent conduire des calculs de cette 
nature, nous distinguerons spécialeraent celles qui, ayant pour premier 
membre une dérivée de quelque fonction inconnue, ne contiennent dans 
leur second membre aucune quantité anormale relativement au premier; 
et nous dirons, pour abréger, qu'une semblable relation est normdej 
comme aussi Texpression fournie par elle pour la dérivée qui figure dans 
son premier membre. 

Cette definition des relations et des expressions normales est d'ailleurs 
applicable dans tout systeme différentiel ou chacune des variables et des 
inconnues a été afifectée de cotes, conformément aux indications du n*" 6. 

II. Si sur ufie relation normale on exécute des différentiations qiAd- 
conqiieSj en remploQanty avant ou apres qudques-unes de ces différentiations j telles 
ou telles des dérivées qui figurent dans le second membre par des expressions 
normales des dérivées en question^ on tombe encore sur une relation normale. 
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I. Si sur une relation normale on exécute des différenticxUons quel- 
conqueSj on tombe sur une relation de meme nature. 

Soit en e£Fet 

(27) d=f{Xyy,...,d'y...) 

une relation normale, dans laquelle (?',... désignent, conformément ä nos 
definitions, des quantités toutes normales par rapport ä ^. La relation 
déduite de (27) par une différentiation relative k x a, pour premier membre 

då 

— , et son second membre ne contient, outre les variables indépendantes, 
que les quantités <?',... et leurs dérivées premiéres par rapport ä oj. Or, 



les quantités (?',... étant normales vis a vis de dy les quantités — ,... 

då 

jouissent de la méme propriété vis ä vis de -- (6); d'un autre c6té, si 

qX 

Ton désigne par Ci , cj , . . . , ^1 les cotes premiéres respectives de ^, ^', . . . , a;, 
cette méme hypothése entraine les relations 

d'ou l'on déduit, ä cause de g^ > o, 

{Ci+9i) — c[ > o, ..., 
et des lors les quantités <?',..• sont toutes normales vis a vis de — • 

vX 

Ainsi, la condition formulée dans la definition d^une relation normale 
ne cesse pas d'étre satisfaite apres une premiére différentiation exécutée 
sur la relation donnée. En vertu du méme raisonnement, appliqué a la 
relation résultante, elle ne cesse pas de Tétre apres une deuxiéme, et 
ainsi de suite, quel que soit le nombre des dififérentiations. 

II. Si dans le second membre d*une relation normale on remplace telles 
ou telles dérivées par certaines de leurs expressions normales, on tombe encore 
sur une relation normale. 

Désignons par d le premier membre de la relation donnée, et par 
d' Tune des dérivées figurant au second membre; puis, considérant une 
expression normale de d'j nommons d" Tune des inconnues ou dérivées 
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valeurs particuliéres x^,y^ , . . . peuvent étre reconstruits, dés que Von connalt 
setdemmt leurs vaieurs initiales et cdles de ieurs dérivées paramétriques de 
tous ordres. [On suppose, bien entendu, que les vaieurs (e^,}/^, ■■■ n'excédent 
pas les limites indiquées par la definition méme des intégrales ordinaires 

(■°)]- 

EfFectivement, si ron donne aux variables x,y,... leurs valeurs 
initiales x^ , y^ , . . . , les intégrales dont il s'agit et leurs dérivées de tous 
ordres prennent, elles auasi, leurs valeurs initiales, et, comine celles des 
intégrales et de leurs dérivées paramétriques sont supposées connues, 
chaque relation primitive ne contient plus dans son second niembre 
d'autres quantitéi; inconnues que les valeura initiales des dérivées princi- 
pales de classes inférieures ä son premier meinbre. Cela étant, et les 
relations primitives étant partagées en groupcs successifs d'aprés les classes 
croissantes de leurs premiers membres, les relations du premier groupe 
fourniront tout d'abord les valeurs initiales des dérivées principales de 
premiére classe; ces derniéres uiie fois connues, les relations primitives 
du deuxiéme groupe feront connaitre les valeurs initiales des dérivées 
principales de deuxiéme classe; et ainsi de suite indéfiniinent. 

On connaitra donc ainsi les valeurs initiales des intégrales, et de 
leurs dérivées, paramétriques et principales, de tous ordres; or, ces va- 
leurs initiales ne sont autres, aux facteurs numériques connus prés, que 
les coefficients des développenients cherchés. 

En vertu d'une definition donnée au n° 12, le théoréme ci-dessus 
peut encore 8'exprimer comme il suit: 

Qaand un sysléme ortkoiqae posséde guelque j/roupe ^intégrales ordi- 
naires, leurs développements par la formule de Taylor peuvent étre reconstruits, 
des que ton connait seulement leurs déterntinations initiales. 

Nous savons d'ailleurs {12), (4) que la connaissance de ces détermina» 
tions initiales revient ä celle de certaines fonctions ou consti^ntes, 
nombre cssentiellement fin i. 

14. Inversemeni, cherchons si, dans un sysléme orth 
quelque groupe ^intégrales ordinaires répondant ä des et 
données. (On suppose, bien entendu, que les valeurs initiali 
prises conjointement avec celles des intégrales hypothél 
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rivées paramétriquea figurant dans les seconds membres du systéme donné, 
sont intérieures ä un domaine oii ces derniers soient développables.) 

I. Powr que de pareHles intégrdles existent, U est tout »babord né- 
cessaire que les relations primitives s'accordent d fournir, pour chacune de 
leurs dérivées principales, une seule et méme valeur tnitiale. 

Gette concordance a lieu d'elle-méme pour les dérivées principales 
de premiére classe. Une pareille dérivée ne peut étre en effet la dérivée 
d*aucun premier membre du systeme, car elle serait alors de classe su- 
périeure & ce premier membre (8), par suite de classe supérieure ä la 
classe minima, qui est i : il en résulte que les expressions primitives des 
dérivées dont il s'agit sont toutes foumies par des équations du systéme 
donné, et, comme celui-ci a ses premiers membres tous distincts, cbaque 
dérivée principale de premiére classe ne posséde qu'une seule expresäwi 
primitive. Mais, si Ton considére les dérivées principales des claeM^ 
suivantes, elles peuvenl, et c'e8t ce qui a lieu fréquemment, en poeswfer 
plusieurs distinctes. 

Cela étant, supposons qu'il existe un groupe d'intégrales apfiMnH^ 
répondant aux conditions initiales données, partageons les relatälK ^ft> 
mitives en groupes successifs d'aprés les clasees croissantes de liwr |vr- 
iniers membres, et pour effectuer, conformément aux indi cal ia T Ai ■■" 
méro 1 3, le calcul des valeurs initiales des dérivées princ^ifafi. Äi^^ 
9ons dans les seconds membrea lea variablea, les intégralp* "" * 
paramétriques par leura valcurs initiales connues. 
leurs initiales des dérivées principales de premien 
culées sans incompatibilité ä l'aide des relations yr 
groupe, il faudra qu'en portant les valeura trouri 
membres des relations primitives du deuxiémc grossu. : 
néres qui ont pour premier membre une mérat <j 
B*accordent ä fournir pour elle i 
lavait seulement deux dont leg i 
nifférents, leur eoijp^^^-^tion ne 
Oee concordanr t soff 

tonteH lep dép I 

primitiv 
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troisiéme classe, s accordent a fournir pour elle une méme valeur initiale. 
Et ainsi de fiuite indéfiniment 

IL La concordance numérique des rdations primitives étant supposée 
avoir lieUf la convergence des dévdoppements des intégrdles hypothétiques 
correspondant aux données initiales choisies est encore une condition néces- 
saire å Texistence effective de ces intégrales. 

Il suffity pour 8'en convaincre, de se reporter ä la definition méme 
des intégrales ordinaires (lo). 

III. Si, pour un choix déterminé des conditions initiales, les relations 
primitives s accordent numériquement, et qu^en outre les dévdoppements des 
intégrales hypoihétiques soient convergents, leurs sommes constituent des inte" 
gräles ordinaires du systéme orthotque donné. 

Soient en e£Fet: 

(C , y y ... les variables indépendantes; 
^0 > ^0 > • • • l^urs valeurs initiales; 
u y v y . . . les fonctions inconnues; 

U y Vy... les sommes des développements, supposés convergents, des 
intégrales hypothétiques. 

Considérons un domaine P des valeurs initiales x^ y y^ , . . . , dont les 
rayons soient sufifisamment petits pour que les fonctions de rr , y , . . . en 
lesquelles se transforment, par la substitution de Uy V, .. . k UyV y ... , 
les deux membres des diverses équations données, soient toutes dévelop- 
pables dans le domaine dont il 8'agit. En vertu méme du calcul qui a 
fourni les coefificients des développements Z7,F, ..., les valeurs initiales 
des variables indépendantes, prises conjointement avec celles des développe- 
ments eux mémes et de leurs dérivées de tous ordres, vérifient les re- 
lations primitives. Donc, les fonctions de a; , y , . . . qui, apres la substi- 
tution, figurent dans les deux membres d'une équation dififérentielle quel- 
conque, sont égales, ainsi que leurs dérivées semblables de tous ordres, 
pour X — (^o=y — ^0 "="••• ~ ^> ^^ P*^ suite sont identiquement égales 
entré elles dans toute Tétendue du domaine p. 
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IV. H ne peut y avoir enfin plus cTun groupe cCintégrales ordinaires 
répondant å des conditions initiales données. 

Car chaque relation primitive, étant du premier degré par rapport 
a la dérivée principale qui figure dans son premier membre, ne fournit 
pour cette derniére qu'une seule valeur initiale. 

15. Nous dirons qu'un systeme ortho^que est complétement intégrabley 
8'il admet un groupe (nécessairement uniquq) d'intégrales ordinaires ré- 
pondant a des données initiales arbitraireinent choisies; passifj si la con- 
cordance numérique des relations primitives (14, I) a lieu pour toutes 
les données initiales possibles. 

En vertu de ces definitions et des remarques faites au numéro pré- 
cédent, les conditions nécessaires et suflfisantes pour qu'un systéme ortholque 
soit complétement intégrable, sont: 1° que le systéme en question soit 
passif; 2° que les développeinents, construits a prioriy d'intégrales hypo- 
thétiques répondant a des données initiales quelconques, soient toujours 
convergents. 

Noug nous oceuperons tout d'abord de la passivité. 

16. Un mécanisme tres-simple, appliqué aux relations primitives 
d'un systéme ortholque, permet, comme nous allons le voir, d'en déduire, 
pour les dérivées principales des classes successives, certaines expressions 
dépendant exclusivement des variables, des fonctions inconnues et de leurs 
dérivées paramétriques. 

Les relations primitives étant partagées en groupes successifs d'aprés 
lés classes croissantes 1,2,3,... de leurs premiers membres, désignons 
par Pj ou par Hj indififéremment le premier de ces groupes, par P39 Ps^ ••• 
les groupes sui vants, et souvenons-nous que le groupe |Jj (ou Jlj) a ses 
premiers membres nécessairement tous distincts, tandis que le contraire 
peut avoir lieu pour chacun des suivants P, 9 ^y > ••• (h> !)• Rempla9ons 
maintenant dans les relations ^^ chacune des dérivées principales de pre- 
miére classe par son expression (unique) tirée de |f j : comme une semblable 
expression dépend exclusivement des variables, des fonctions inconnues et 
de leurs dérivées paramétriques, le groupe des relations résultantes, Hjj, 
fournira, pour les dérivées principales de seconde classe, des expressions 

Aeta mathemeUioa. 28. Iinpriiné le 20 septembre IROO. 31 
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« 

jouissant de la méme propriété. Considérons ensuite les relations ^3, et 
éliminons-en de toutes les raaniéres possibles, a Taide de |(i , K,, les dé- 
rivées principales des deux premiéres classes; autrement dit, extrayons 
du groupe [K^ , K^] un groupe partiel fournissant une expression et une 
seule pour chacuue des dérivées principales des deux premiéres classes, 
éliminons ces derniéres entré ^3 et les relations ainsi obtenues, et répétons 
Topération en rempla9ant successiveinent le groupe partiel considéré par 
tous les groupes analogues semblableraent extraits de [K^ , lÄ^]. Il est 
clair que le groupe des relations résultantes, |Ä,, fournira, pour les dé- 
rivées principales de troisiéme classe, des expressions ne dépendant, comme 
les seconds membres de JM^ et JC^, que des variables, des fonctions in- 
connues et de leurs dérivées pararnétriques. Uéliraination des dérivées 
principales des trois premiéres classes, efifectuée dans ^^ de toutes les 
manicres possibles ä Taide de [JMj , H, , lig], conduira de méme a un 
groupe Jl^ fournissant, pour les dérivées principales de quatriéme classe, 
des expressions exclusivement composées avec les quantités dont il s'agit 
Et ainsi de suite indéfiniment. 

Nous nommerons ultimes les relations 

obtenues a Taide du mécanisme que nous venons de décrire, et aussi les 
expressions qu'elles fournissent pour les dérivées principales des classes 

^ > 2 , 3 j • • • • 

D'aprés ce qui précéde, et en considérant comme autant de variables 

indépendantes distinctes a:,y,..., ti, t;,... et les dérivées de tous ordres 

de w,t;,..., les relations jmmitives entrainent comme conséquences né- 

cessaires les relations ultimes, Béciproquement d'ailleurs, il est facile de voir 

que ces derniéres entrainent les premiéres, 

Enfin, notre proposition du n° 11, d'ou nous avons déjä déduit la 

nature normale des relations primitives, entraine aussi de proche en proche 

celle des relations ultimes appartenant aux groupes successifs ItiyMa^lfsy-- 

17. Si Ton considéré deux dérivées (distinctes) d'une fonction quel- 
conque F{x , y , . . .)j ^^ 9^^ ^^^ adjoigne mentalement a chacune d'elles 
la suite indéfinie de ses propres dérivées, tout terme commun aux deux 
ensembles illimités ainsi obtenus se nommera une résultante des deux dé- 
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livées en qucstion. Pour passer de la foiiction F ä Tune ou a rautre 
de ces derniéres, il faut exécuter sur elle certaines dififérentiations, dont 
quelques-unes peuvent étre les mémes de part et d'autre: en désignant 
par le symbole D. Tensemble de ces différentiations communeSy et par 
les symboles D\ , D". Tenseinble des différentiations restantes pour la 
premiére et la seconde dérivée respectivement, les deux dérivées consi- 
dérées peuvent évidemnient s'écrire 

D.iy.F,D.D".F, 

et Ton voit sans peine: i° quelles adinettent B .D\D".F comme ré- 
sultante unique cVordre minimum; 2** que Tensemble complet de leurs ré- 
sultantes s'obtient en adjoignant a celle d'ordre minimum la suite indé- 
finie de ses propres dérivées. 

Considérons maintenant un systéme différentiel résolu par rapport ä 
certaines dérivées des inconnues, et, dans ce systéme, deux équations ayant 
pour premiers membres respectifs deux dérivées d'une méme inconnue; 
puis, prenons la résultante d'ordre minimum de ces dérivées, et répétons 
l'opération en faisant varier de toutes les maniéres possibles le choix de 
la fonction inconnue, et celui des deux équations sur les premiers membres 
desquelles on doit opérer: les résultantes, en nombre essentiellement limité, 
que nous obtiendrons ainsi, se nommeront, par rapport au systéme donné, 
les dérivées cardinales de ses diverses fonctions inconnues. 

18. Cela pose, pour quun systéme orthoique soit passifj il faut et il 
suffd que les diverses expressions ultimes d^une méme dérivée cardimde quel- 
conque soient égcdes identiquemenfy c est ä dire quelles que soient les valeurs 
attribuées aux variableSy aux fonctions inconnues et a cdles (fentre leurs 
dérivées paramétriques qui y figurentj ces trois sortes de quantités étant con- 
sidérées pour un instant comme autant de variaUes indépendantes distinctes. ^ 

I. Comme nous Tavons dit plus haut (16), les relations primitives 
entrainent les relations ultimes, et réciproquement ces derniéres entrainent 
les premiéres. Pour qu un systéme orthoique soit passif, il est donc né- 
cessaire et suffisant que la concordance numérique des relations ultimes 



^ Jai dtabli ccttc proposition en 1 893 pour des syHtémcs différcnticis de forme un 
pcu moins généralc. Voir les Annaics de lEcoIc Normale, 1 893, p. 76 ä 86. 
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ait lieu pour toutes les données initlales possibles, ou, en d^autres terines, 
que les diverses expressions ultiraes de chaque dérivée principale soient 
identiquement égales. 

Toute dérivée cardinale étant principale, les conditions pöstes sont 
donc évidemment nécessaires, et il nous reste ä prouver qu'elles sont sufifi- 
santes, c'est a dire que leur realisation entralne Tégalité identique des 
diverses expressions ultimes de chaque dérivée principale. 

II. Des relations ultimes on peut, par un procédé analogue a celui 
qui nous les a fournies, en déduire de nouvelles. 

DiflFérentions un nombre quelconque de fois une relation ultime; 
puis, apres la derniére dlfiférentiation, rempla9ons les diverses dérivées 
principales contenues dans le second membre par telles ou telles de leurs 
expressions ultimes. Dans le premier membre de la relation résultante 
figure évidemment une dérivée principale, qui se trouve alors exprimée 
directement (c*est a dire sans Tintermédiaire d'aucune autre dérivée prin- 
cipale) a Taide des variables indépendantes, des fonctions inconnues et de 
quelques-unes de leurs dérivées paramétriques. Pour abréger, et bien 
qu'une foule d'autres relations déduites du systéme jouissent aussi de 
cette propriété, nous qualifierons spécialement de directes les relations 
auxquelles conduit Tapplication du mécanisme précédent (en y comprenant 
les relations ultimes elles-mémes), et nous affecterons de la méme quali- 
fication les expressions qui en résultent pour les diverses dérivées prin- 
cipales des fonctions inconnues. 

Cela pose, si Von forme, ä Vaide du mécanisme décrit ci-desstiSy une 
relation directe quelconque^ il résulte immédiatement du n** 1 1 et de la 
nature normale des relations ultimes, que les relations successivement ren- 
contrées dans le cours d'un seinhlable calcul sont toutes normales. 

III. Dans un systéme orthoiquCy chaque dérivée principale de praniére 
classe rCa quiune expression directe. 

Eflfectivement, nous avons déja observé (14, I) quune dérivée prin- 
cipale de premiére classe ne peut étre la dérivée d'aucun premier membre 
du systéme: il en résulte que les expressions directes des dérivées prin- 
cipales de premiére classe sont toutes fournies par des équations du 
systéme donné, et, comme les premiers membres y sont tous distincts, 
cliacune des dérivées dont il s'agit n'a qu une seule expression directe. 
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IV. Les relations directes, d'aprés la definition méme que nous en 
avons donnée^ appartiennent toutes a Tun ou a l'autre des trois groupes 
suivants: 

les relations du systéme donné; 

les relations obtenues en différentiant un nombre quelconque de fois 
une relation du systéme donné, et rempla9ant, dans le second membre 
de la relation résultante, les diverses dérivées principales par telles ou 
telles de leurs expressions ultiines; 

les relations obtenues en effectuant sur une relation du systéme donné 
Vopération précédente, puis sur la relation résultante une operation de 
méme espéce. 

Dans tous les oas, on part, pour former une relation direete quel- 
conque, d'une certaine équation du systéme donné. 

Cela pose, si, dans un systéme orthoiquey Végalité identique a lieu entré 

les diverses expressions directes de chnque dérivée principale des classes i, 

2 , . . . , y, toutes les expressions directes d'une dérivée déterminée de classe 

j + i obtenues en partant d*une méme équation du systéme proposé, sont né- 

cessairement identiques. 

La dérivée de classe J + i dont parle l'énoncé colncide nécessaire- 
ment, soit avec le premier membre de Téquation d'ou Ton doit partir, 
soit avec quelque dérivée de ce premier membre. 

Dans le premier cas, Téquation considérée ne peut fournir, pour la 
dérivée de classe j + i qui figure dans son premier membre, qu'une seule 
expression direete, son second membre. 

Dans le second cas, que nous allons maintenant examiner, la forma- 
tion des expressions directes visées par Ténoncé nécessite, sur Téquation 
d'ou Ton part, certaines différentiations qui ont toujours lieu, dans divers 
ordres, par rapport aux mémes variables respectives; tantöt on n'eflfectue 
de substitutions qu'aprés la derniére d'entre elles, tantöt on en eflFectue 
en outre apres une des diflférentiations précédentes. Il s'agit d'établir 
que, de quelque fa9on qu'on procéde, on arrivera toujours, pour la dé- 
rivée considérée de classe y + i , a la méme expression direete. 

1° En premier lieu, si Ton n'opére de substitutions qu^aprés la der- 
niére différentiation, les expressions directes auxquelles on est conduit 
pour la dérivée en question sont identiquement égales: car Texpression 
primitive résultant des seules différentiations est indépendante de Tordre 
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dans lequel on les exécute, et, pour chacune des dérivées principales, de 
classes nécessairement inférieures äy+ i, qui y figurent, les diverses ex- 
pressions directes, ä plus forte raison les diverses expressions ultimes, sont 
par hypothése identiques. 

2° Si Ton ne change pas Tordre relatif des dififérentiations, les expres- 
sions directes auxquelles on est conduit sont encore identiquement égales. 

Désignons par (o) Téquation du systeme donné d'ou Ton doit partir, 
par k le norabre des dififérentiations successives, exécutées sur (tt) dans 
un ordre invariable, par d la dérivée principale que Texécution des k — i 
premiéres améncrait dans le premier membre, et par x la variable in- 
dépendante par rapport a laquelle la 4*^°*® dififérentiation doit avoir lieu: 
cette derniére, et éventuellement une des précédenteSj doit étre suivie de 
substitutions, et e'est lexécution ou la non-exécution de cette partie 
éventuelle du calcul, comme aussi le moment oii elle est efifectuée, qui 
constituent les circonstantes variables de Topération actuellement con- 
sidérée. Or, je vais établir que le resultat final auquel on est conduit 
est, quellcs que soient ces circonstances variables, identique au resultat 
fourni par une operation bien déterminée que je vais d*abord décrire. 

då 

Observons a cet efifet que, — étant de classe y + i , (? est au plus de 

classe j (8). Cela étant, Topération dont je veux parler consiste a prendre 
la relation directe (unique) dont le premier membre est d, a la dififérentier 
par rapport ä a;, et a remplacer ensuite, dans le second membre de la rela- 
tion résultante, chacune des dérivées principales, de classes nécessairement 
inférieures a y+ i, qui y figurent, par son expression ultiine (unique). 
En efifet, une semblable operation donne un resultat évidemment 
identique au resultat fourni par celle dont nous avons parlé antérieurc- 
ment, si, dans cette derniére, la Ä**"*® dififérentiation doit étre exécutée sur 
une relation ultime, et il reste alors a examiner le cas ou la ^•**°' dififé- 
rentiation doit étre exécutée, non plus sur une relation ultime, mais sur 
une relation ultime déjä différentiée, Soit donc 

(28) (? = /'(a;,y, ..., (T, ..., T,...) 

la relation dont il slagit, ou ^r,... désignent les diverses dérivées princi- 
pales figurant effectivement dans le second membre, et r,... les diverses 
inconnues ou dérivées paramétriques y figurant aussi effectivement . La 
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relation (28) étant normale (II), les quantités £T,...,r,... ont une cote 
premiére au plus égale ä celle de dy et par suite inférieure a celle de 

--; elles sont donc toutes normales vis ä vis de — . D'autre part, les 

quantités a ^ . . . et r , . . . étant normales vis ä vis de d^ les quantités 

— , . . . et — , . . . le sont vis ä vis de — (6). Enfin, puisque -- est de 

classe y + I , les dérivées <t ,..., — ,... , et celles d'entre les dérivées 

dx 

— , . . . qui sont principales, sont au plus de la classe y, et par suite 

qX 

chacune d^elles a une expression directe unique, qui se trouve étre, a 
plus forte raison, son expression ultime unique. Désignons alors par 

les expressions directes de 



dff 



— I , . . . les resultats que donne la régle des fonctions composées 
quand on effectue sur 2', . . . une dififérentiation relative a X] enfin par 

— , . . . les resultats respectivement déduits de — , ... en éliminant 

de ces derniéres expressions les dérivées principales, de classes nécessaire- 
ment inférieures a y, qui peuvent y figurer: il est clair, puisque les dé- 
rivées — , . . . sont au plus de la classe y, que les expressions directes 

— , . .. sont respectivement identiques aux expressions directes 2;^, .... 

Cela pose, exécutons sur la relation (28) les operations qui restent 
a exécuter, c'est ä dire la dififérentiation relative ä a;, et ensuite Télimi- 
nation des dérivées principales du second raembre. Il sufiTit pour cela 
de considérer la relation 

dx~ dx'^ dädx "»"••••■ 3^3aj "T • • • ' 

et de remplacer dans le second membre, d'une part les dérivées principales 



^ ^ • • • > 3a; ' • • * 
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par leurs exprcssions ultimes 

^ > • • • > ^x > • • • ) 

dr . ' . 

d'autre part celles d'entre les dérivées — , . . . qui sont principales par 
les expressions ultimes correspondantes. Or, en vertu des identités 



-m 



il revient évidemment au ménie de différentier par rapport a oj la relation 
(relation directe unique ayant pour premier membre <J), ce qui donne 

9aj "■ a» "^ 92la.c J "T • • • "T ^rdx "^ ' ^ ' 

puis de remplacer par leurs expressions ultimes les dérivées principales 
qui peuvent alors figurer dans le second membre. 

3° Considérons deux quelconques des expressions directes dont le 
present alinéa IV a pour but de démontrer Tidentité, et qui se déduisent, 
comme nous Tavons expliqué, par différentiations et substitutions, d'une 
méme équation du systéme. Si, sans changer de part ni d'autre Tordre 
relatif des différentiations, on n'opére de substitutions qu'aprés la derniére 
d'entre elles, on tombe sur deux expressions directes respectivement iden- 
tiques aux deux précédentes (2°), et Ton sait d^ailleurs (1°) qu'en pro- 
cédant ainsi, le resultat est indépendant de Tordre des différentiations. 

V. Siy dans un systéme orthyiquey Végalité identique a lieUj (Xunepart 
entré les diverses expressions directes de chaque dérivée principale des classes 
i,2,...,y, d'autre part entré les diverses expressions ultimes de chaque 
dérivée cardinale de la classe / + i , les deux expressions directes d^une 
méme dérivée principale de classe j + i ohtenues en partant de deux équa- 
tions différentes du systéme proposé sont nécessairement identiquss. 

Supposons, pour fixer les idées, que ce soit la fonction u dont certaines 
dérivées figurent dans les premiers membres des deux équations consi- 
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dérées. Pour passer de la fonction ti a Tune ou a Tautre de ces deux 
dérivées, il faut exécuter sur elle certaines différentiations, dont quelques- 
unes peuvent étre les mémes de part et d'autre. Nous désignerons par 
le symbole D. Tensemble de ces différentiations comrnunes, et par les 
symboles D'. , D". Tensemble des différentiations restantes pour la pre- 
miére et la seconde dérivée respectivement. Les deux équations peuvent * 
donc secrire: 

(29) n.D\u = ..., 

(30) n.n".ur=..,, 

Cela pose, la dérivée de classe J + i dont parle Ténoncé coHncide 
soit avec D.D\D".Uy soit avec quelque dérivée de D .D\I)".u^ puisqu^elle 
est une résultante (17) des premiers membres de (29) et (30). — Dans 
le premier oas, en vertu de Talinéa précédent IV, les operations a effectuer 
soit sur Téquation (29), soit sur Téquation (30), pour en déduire une ex- 
pression directe de D.7)'. D".w, pourront Tétre comme il suit: on exécutera 
d'abord la différentiation D". s^il sagit de Téquation (29), la difierentia- 
tion D\ s'il s agit de Téquation (30), et Ton remplacera ensuite, dans les 
seconds membres des formules résultantes, les dérivées prihcipales des 
classes 1,2,...,^ par leurs expressions ultimes. Or, ce mécanisme en- 
gendre précisément deux expressions ultimes de la dérivée cardinale 
D . !>'. //'. w , de classe y+ i, c est a dire deux expressions qui, par hy- 
pothése, sont identiquement égales Tune a Tautre. — Si la dérivée de 
classe ./+ I dont parle Ténoncé coHncide avec quelque dérivée de D.D\D". w, 
les operations a effectuer soit sur Téquation (29), soit sur Téquation (30), 
pour en déduire une expression directe de la dérivée en quesfion, pourront 
Tétre comme il suit: i° on effectuera d'abord la différentiation D". s'il 
slagit de la premiere, la différentiation D'. s^il slagit de la seconde, et 
Ton remplacera les dérivées princi påles figurant dans les seconds membres 
par leurs expressions ultimes; 2° on exécutera ensuite les différentiations 
restantes, qui sont les mémes de part et d'autre, et Ton eliminera finale- 
ment des seconds membres les dérivées principales. Or />./)'. 7)".?/ étant, 
dans le cas actuel, de classe inférieure ä ./ + ^ (8), il résulte encore de 
nos hypothéses que les resultats sont identiques apres la premiere partie 
de Topération, par suite aussi apres la seconde. 

Aeta mathenuUiea. 23. luprimé le 22 septembre 189». 32 
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VI. Comme nous Tavons déja remarqué (III), chaque dérivée prin- 
cipale de premiére classe ne posséde, dans un systéme ortholque quelconque, 
qu'une seule expression directe. Si donc on suppose que les diverses ex- 
pressions ultimes de chaque dérivée cardinale sont identiquement égales, 
Tapplication répétée des propositions ci-dessus (IV), (V) prouve que Tégalité 
' identique entré les diverses expressions directes d'une méme dérivée prin- 
cipale a encore lieu dans la deuxiéme classe, puis dans la troisiéme, et 
ainsi de suite indéfiniment. Il ny a, des lors, poiir une méme dérivée 
principale quelconque, quime seule expi^ession directe^ et ä plus forte raison 
quune seule expression ultimey ce que nous voulions établir (I). 

19. Si Ton partage en groupes les équations d'un systéme orthoKque, 
suivant celles d'entre les fonctions inconnues w, t;, . . . dont quelque dérivée 
figure dans leurs premiers membres, a un groupe formé d'une seule équa- 
tion ne correspondra aucune condition de passivité. En particulier, s^?* 
chaque groupe ne con,tient quune seule équation, le systéme ser a nécessaire- 
ment passif. 

Ehfin, si, dans un systéme ortJimque passif, on supprime les diverses 
équations dont les premiers memhres, comparés a ceux de telles ou tdles autreSj 
en peuvent étre considérés comme des dérivées, le systéme résultant admet les 
mémes intégrales que le premier, et posséde, comme lui, la forme orfhöHque 
passive, Effectivement, les dérivées respectivement principales et paramé- 
triques seront les mémes de part et d^autre; les relations primitives du 
second systéme concorderont numériquement, comme celles du premier, 
par rapport a des données initiales arbitraires, et fourniront, pour chaque 
dérivée principale, la méme valeur initiale; enfin, les développements des 
intégrales hypothétiques étant de part et d'autre identiques, leur conver- 
gence ne pourra avoir lieu d'un c6té sans avoir lieu en méme temps 
de Tautre. 

20. Dans un systéme orthoUque, supposé passif, la concordance nu- 
mérique des relations primitives a lieu pour des données initiales quel- 
conques, et, d'aprés ce que nous avons dit plus haut (14), la question de 
savoir si les intégrales hypothétiques répondant a des conditions initiales 
données existent effectivement, se résout par Taffirmative dans le cas 011 
leurs développements construits a priori sont tous convergents, par la 
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negative dans le cas contraire. Comme nous allons le prouver par divers 
cxemples, cette convergence n'a pas nécessairement lieu, d'ou résulte que, 
dans les systtmes orthoiques passifs, il est impossihle d*affirmer d'une maniére 
générale Vexistence dintégrales répondant ä des données initiales arbitraires, 
I. Considérons d'abord Téquation aux dérivées partielles 

du d^U 

ou u désigne une fonction inconnue des deux variables indépendantes x 
et y. ^ Cette équation constitue un systéme ortholque, comme on le voit 
en attribuant ä w la cote zéro, a a; la cote 3 et a y la.cote i; d'ailleurs, 
un pareil systéme est nécessairement passif, puisqu'il est composé d'une 
seule équation (19); enfin, les dérivées paramétriques de u sont celles 
qui se rapportent a la seule variable y, en sorte qu'une intégrale hypo- 
thétique se trouve entiérement déterminée par la condition de se réduire 
a une fonction donnée de y pour x = x^, 

Pour construire a priori le développement de Tintégrale liypothétique 
se réduisant a (f[y) pour a; = o, on remarquera que Téquation (31) entraine 
comme conséquence nécessaire 

• 

Effectivement, si a = o, Téquation (32) se réduit a une identité. En dififé- 
rentiant (31) /? fois par rapport a y, il vient 

w3) dxdy^ "" 91/'+'* ' 

et la relation (32) se trouve vérifiée pour a= i. Si Von suppose main- 



* M™* de KowALKVSKY, dans Tcxemple de divergence qaello a donné (Journal 

du 9'tt 
de Crelle, tome 80), considére cette memc équation — = — |, en assujcttissant 1 intc- 

dx dy 

I 
grale hypothétique å se réduire, pour a; = q, ä la fonction méromorphe ; comme 

' — y 

on le verra plus bas, la détcrmination initiale dont nous avons fait choix est cxprimable 
par une serie entiére indéfiniment convergente. 
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tenant cette relation établie pour une valeur quelconque de a, et qu'on 
la (lifférentie une fois par rapport ä a?, elle donne 

___„ • 

on a d'ailleurs, en vertu de (33), 

■^;^2a+> ~ 3y2+2a+y9 ~-9y2(a + l)-|-T ' 

et il vient en conséquence 

relation qtii se déduit de (32) par le changenient de a en a+ i- 

Cela étant, le développenient que nous cherchons a construire a pour 
ternie general 



(34) ,.3.'.«.. 2..T^-"^ 



a»>^ 



Or, je vais faire voir qu'en choisissant convenablenient ^{y)j on tombe 

sur un développenient divergent. 

11 I Sf 

A.» Si Ton pose 6\ = i H h + • • + ? la quantité — tend vers 

zéro pour n infini. 

D'abord, cette variante diminue toujours lorsque n auginente, car 
1'inégalité 



*^\ *S\+i 



revient a 



ou 



ou 



n n + I 



(^*+ l)^»> ^^^n+n 



(^^+^)Sn>n{s^^ + ^) 



^„> '' 



u + I 



ce qui est evident. 
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Observons en second lieu que si, dans la serie i H 1 1-..., on 

2 3 

désigne par a^ le premier terme, par tr^ la somme des deiix termes sui- 
vants, par ö-, la somme des trois termes qui viennent a la suite de ceux-ci, 

etc., chaque terme élémentaire de (x^ est inférieur a 7 , et que par suite 

(Tt est inférieur a i. On a donc 

0"^ + ^j -|- . . . + ö"^ < A;, 

ou 

Or\ déduit de la 

~r~ 2 

k(k + I) ^k+ 1' 

2 

inégalité dont le second meinbre, et a plus forte raison le premier, tendent 
vers zéro pour k infini. 

Ainsi, on peut trouver pour n des valeurs telles, que la quantité 

positive — tombe au dessous de toute quantité donnée; comme d'un autre 

coté el le diminue toujours lorsque n augmente, elle tend nécessairement 
vers zéro. 

Ä La serie entiére 

(35) I +^x' + ^^x' + ,.. + , _,Y''."f'' ^'" + -.-, 

^^^^ '2 3.4 (n + i)(w + 2). . . 2n ' ' 

oii S^ garde la méme signification que ci-dessus A.y est indéfiniment 
convergente. 

Car dans la serie formée par les modules de ses termes, le rapport 
d'un terme au précédent a pour valeur 



^^!— (modo;)' 

(2/1+1)^ ^ 



OU 

. (mod x) ', 



»9n+i n + I 



n + i 2(2n + i) 
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produit de trois facteurs dont le premier tend vers zéro et le second vers 
-, tandis que le troisiéme reste invariable; le rapport considéré tend doiic 

lui-raéme vers zéro. 

Cm En désignant par ^(^) la fonction définie par la somnie de la 
serie (35), et prenant jp(i/) == ^(y), la serie entiére en a; et t/ qui a pour 
terme general (34) n'admet aucun systéme de rayons de convergence. 

Car, dans cette derniére serie, la partie indépendante de y a pour 
terme general 



I . 2 . . . « 

et le rapport 



»^ , o ^ . . . o« o,/ + 1 .c Q 



19 • • • f^a,'^ 

a un module infini avec a, quelque valeur particuliére (non nuUe) que 
Ton attribue ä x. 

II. En désignant par u une fonction inconntie des deux variables in- 
dépendantes x et y, par /i une constante positive quelconque, et par q un 
entier au moins egal å 2, Véquation différentielle partielie 

(36) ^^=/^[i+y+y' + ...+y' + (i+y + y* + ...+y'+y*^')5-^] 

nadmet pas d*intégrale se réduisant, pour x = o, å une fonction de y iden- 
tiquement nulle. 

L'équation (36) constitue un systéme ortholque, comrae on le voit 
en attribuant a w la cote zéro, a a; la cote q + ly et ar/ la cote i; un 
pareil systéme,- composé d*une seule équation, est d^ailleurs nécessaire- 
ment passif; enfin, une intégrale hypothétique se trouve, comme dans 
Texemple précédent (I), entiérement déterminée par la condition de se 
réduire a une fonction donnée de y pour x =^ x^. Je me propose de dé- 
montrer quMl n'existe pas d'intégrale se réduisant, pour o; = o, a une 
fonction de y identiquement nulle. 

A» Pour efifectuer cette demonstration, on peut å Véquation (36) 
substituer Véquation 

(37) S=4('+y)' + ('+yrST 
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Eflfectivement, si Ton donne a la constante'/£, dans réquation (36), 
une valenr positive dét^rminée, et que Ton considére Véquation 

(38) S=4(^+^)' + ('+.vr'^} 

il est clair qu'en donnant a /£', dans cette derniére, une valeur positive 
suffisamment petite, les deux polynomes 

(39) /i(i +// + ?/' + . .. + ?/^) , Ml +y + y' + ... + .y^ + 2^^0^ 

qui figurent dans Téquation (36), ont leurs coefiicients respectivement 
supérieurs aux ooefficients (positifs) semblables des deux polynomes 

(40) ij:{^ + yy , A^ + y)"^', 

qui figurent dans Téquation (38). Or, si Ton considére cette derniére, 
les expressions primitives des dérivées principales sont des sommes de 
produits pouvant contenir corame facteurs quatre sortes de quantités, 
savoir: certains entiers positifs; certains coefficients des polynomes (40); 
certaines puissances de ^/; enfin, certaines dérivées de u. Et, pour Véqua- 
tion (36), les expressions primitives des mémes dérivées sont composées 
exactement de la méme fa9on, ä cela prés que les coefficients des po- 
lynomes (40) se trouvent respectivement remplacés par les coefficients 
correspondants des polynomes (39), c^est a dire par des quantités positives 
qui leur sont respectivement supérieures. Cela étant, si Ton choisit pour 
la fonction u et ses dérivées paramétriques des valeurs initiales toutes 
nulles, et que Ton calcule les valeurs initiales des dérivées principales, 
d'abord a Taide des relations primitives provenant de (36), puis a Vaide 
des relations primitives provenant de (38), on voit, par un raisonnement 
trés-simple exécuté de proche en proche d'une classe a la suivante, que 
les valeurs positives ainsi calculées sont plus grandes dans le premier cas 
que dans le second. 

En '^jonséquence, si Ton parvient a établir pour 1'équation (38) la 
d?vergence du développement de Tintégrale hypothétique qui répond aux 
données initiales choisies, cette divergence se trouvera, a plus forte raison, 
établie pour Téquation (36). 
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B. L'équati<m (37), ou y > 2, vCadmet pas cCintégrale $'anntdant avec 
X, ce qui achéve notre demonstration. 

Je désignerai par P^ , P^ j P^, ,. . des fonctions inconnues de la seule 

variable y, par P^^\ P^^\ P^^\ ... leurs dérivées respectives d'ordre q, et 

je poserai 

u = P,x + P^x^ + P^x^ + . . . . 

Uéquation (37) deviendra alors 

i.P, + 2.P^x + 3.P,x' + ... 

= )"(! +yy + fi{^ +yy^'[P'^'x + P^^^x' + P^^x, + ...]. 

d*ou Von tire, par ridentification, 

I.P, =;u(i+y)% 

(4O 1 

3.P, =/i(i+yr'P^'>, 



On voit de proche en proche que 

ont respectivement les formes 

fx^{i + y)^ , ;£( , pt^{l + y)^-*-^ , /£;(! + y) , ^£3(1 + 1/)^-*-» , ;£;(! + y)\ . . . , 
et d'une fa9on générale que P^ est de la forme 

o\x /JL^ désigne une certaine constante positive. Il faut démontrer que, 
les polynomes P^^ P^y P^y . . . étant ainsi déterminés, la serie entiére en 
o; et y fournie par le développement de P^x + P^x^ + P^x^ + ... n'adniet 
aucun systeme de rayons de convergence. 

. Or, en désignant par P un polynome de la forme ö . ( i + y)* , o\x 
9 > o et h>^qj et par fi) , fi}^'^ les valeurs numériques que prennent, 
pour y = o, ce polynome et sa dérivée d'ordre 9, on a 

(42) a}^'^> {h — q+ lyS); 
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car des relations 
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on tire 



fi}= Ö, 5)^^^ = h{h— i) , . . {h — q + i) 

fi}(^) = h{h— i) . . . {h — g + i)S, 



dou Ton déduit immédiatement la relation (42). 

Si Von détermine maintenant des constantes />i , />-, » />3 > • • • ps^r l^s 
relations 



(43) 



2. />,=;£. iVn 



»./>» = /A. (w—OVn-n 



on a, en désignant par fi)^ la valeur numérique que prend, pour y = o, 
le polynome P„, 



(44) 



Ö>» > />n- 



Effectivement, les relations (41) et (43) nous donnent d'abord 



puis 



I . öJj = /£ = I . /?j , d'oii fijj = /'i j 
2 . fi)j = /i'. 1 . 2 . . . y, 2 .^j = /£*, d'ou CO3 > ^, ; 



et il nous suffit alors de faire voir qu'en supposant la relation (44) vé- 
rifiée pour une valeur quelconque de w, elle Test encore pour la valeur 
suivante w+ '• *0r, on a 

on a d'autre part, en désignant par 5)^/^ la .valeur numérique que prend, 
pour y = o, la dérivée d'ordre q du polynome P„, 

(n+ i)s,^,=;iffi(f), 
puis, en vcrtu de (42), 

Je/a fna(/tfma/»ea. 23. Imprimé l« 23 Mptoiilire 1809. 33 
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puis, en vertu de Thypothése, 

relations de la combinaison desquelles on déduit 

(n+ i)fi}«^i >/i»V»i 

c'est a dire 

(w + i)ö}„+, > (n + i)^,+i ou S,+i > />,+!. 

On a donc bien, quel que soit w, S„ > p^. 

Cela pose, la serie 2/>„a;* est divergente pour toute valeur non nuUe 
attribuée a xi car on a, en multipliant membre a membre les n pre- 
miéres relations (43), 

1.2. 3...w/>^ =/£"!*. 2*... (w — i)^, 
d'ou 



, ._ 1^.2». . . (»— l)v 

>^'^=(^) ..2...(n-.)n -' 



et le rapport 



/>^aj" ' M + I 



a un module infini avec n, puisque 9 est, par hypothése, au moins egal 
a 2. Il en résulte, a cause de (44), que la serie loi.a?", partie indé- 
pendante de y dans la serie entiére en o; et y provenant de 

P,x + P^x' + P,x' + ..., 

est elle-méme divergente. 

III. La divergence éventuelle des intégrales hypothétiques des sy- 
stémes ortholques pourrait encore s établir a Taide des exemples suivantSi 
que nous nous bornerons a formuler. 

En désignant par u une fonction inconnue des deux variaUea indé- 
pendantes x et y, par /i une constante positive quelconquej et par q un entier 
au moins egal ä 2, aucune des équations différentidles partiales 
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^ = /*['+ (i + y)«* + (^ + y + y')^} 
^ = /*[i + (i + y + y')« + (i + y)^]' 

g = ;,[, +(H-y + y* + y> + ?^] 

nadmet cCintégraie se réduisant, pour x = o^ å une fonctum de y identique- 
ment nuUe. 

En attrihuant å w , re , y , /i la méme signification que ci-dessuSy et dé- 
.signant par q un entier au molns egal å 3, Véquation différentielle partielle 

,- = 41 +(i +y + y)« + ^J 

nadmet pas non plus d*intégrale qui satisfasse ä cette condition initiale. 



TROISIEME PARTIE. 



Systémes orthonomes; convergence des développements 

des intégrales. 

21. Un systéme orthotque (9) sera dit orthonome dansle cas, parti- 
culiérement rernarquable, oii les cotes premiéres des diverses variables in- 
dépendantes se trouvent étre toutes égales ä un méme entier (positif). 

Exemple I. Dans son Mémoire sur les systémes d'équations aux dé- 
rivées partielles, M"** de Kowalevsky considére un systéme composé 
d*équations en nombre egal a celui des inconnues, et tel, qu'en dé- 
signant par 

les inconnues dont il s'agit, et par 

^1 > ^j f • • • > ^f 
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les ordres respectifs du systéme par rapport a elles, ce demier soit ré- 
soluble par rapport aux dérivées 

toutes relatives ä une méme variable x. Or, il est aisé de voir que, cette 
resolution une fois effectuée, le systéme résultant satisfait a notre de- 
finition de Torthonomie. 

En premier lieu, le systéme se trouve résolu par rapport ä certaines 
dérivées, qui ne figurent, non plus que leurs propres dérivées, dans aucun 
des seconds membres. 

Attribuons d'autre part: 

1° ä toutes les variahles indépendantes une cote premiére égcäe a i, et 
aux fonctions inconnues Uj , w, , . . . , w^, les cötes premiéres — k^j — A;,, 

2° a la variable x une cote seconde égale ä i, a toutes les autres 
variables une cote seconde nulle, et aux fonctions inconnues Wj , w^, ...,«*jy 
les cotes secondes — Aj , — ä:^ , . . . , — kg. 

Si Ton désigne par i , / deux entiers, distincts ou non, pris dans la 
suite I , 2 , . . . , 5^, et que Ton considére Téquation du systéme qui a pour 

premier membre — r-^, le second membre de Téquation dont il slagit 

peut, d'aprés la definition des systémes de M"* de Kowalevsky, contenir 
la fonction Uj et toutes ses dérivées jusqu'ä Tordre kj inclusivement, a 

Texception de la dérivée — ^ . Or, la cote premiére du premier membre 

est zéro, et les cotes premiéres de Uj et de ses dérivées d*ordres i,2,...,A:^ 
sont respectivement égales aux quantités 

— kj y — kj + I ) — ^> "h 2 , . . . , kj •\' kj, 

lesquelles sont toutes inférieures a zéro, ä l'exception de la derniére qui 
est nulle. D'un autre c6té, la cote seconde du premier membre est encore 
zéro, et la cote seconde d'une dérivée d'ordre kj de Uj figurant au second 
membre est au plus égale a 

— kj + {kj— i) = — I <o, 
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puisque, dans la formation de cette dérivée, il y a au plus kj — i difiFé- 
rentiations relatives a la variable x. 

Si donc on désigne par c^ , c^ les cotes premiére et seconde du 
premier membre, et par c\ , c^ celles d'une ineonnue ou dérivée figurant 
au second membre, on aura nécessairement, ou bien 

Cj — c[> o, 
ou bien 

Cj — c[ = o, Cj — Cj > o. 

Nous avons d^ailleurs choisi pour les diverses variables indépendantes 
des. cotes pre.miéres toutes égales entré elles. 

Exemple II. Désignant par w, t;, . . . , m; certaines fonctions inconnues 
des variables indépendantes x , y , . . . y s , t, nous adopterons pour celles- 
ci un ordre déterminé, par exemple 

(45) X ,y , ...,s,t, 

et de méme pour les inconnues un ordre déterminé, par exemple 

(46) U J v y . . . J w. 

Puis, nous rangerons comme il suit, sur une ligne indéfinie allant de 
droite a gauche,* les dérivées de tous ordres des diverses fonctions in- 
connues. Nous écrirons d'abord 1'ensemble des dérivées premiéres, puis 
a gauche de celui-ci Tensemble des dérivées secondes, puis a gauche de 
ce dernier Tensemble des dérivées troisiémes, et ainsi de suite indéfini- 
ment. Chaque ensemble sera ensuite divisé en ensembles partiels, dont 
le premier a gauche contiendra les dérivées appartenant a la fonction w, 
le suivant les dérivées appartenant a la fonction v, et ainsi jusqu'au 
dernier qui contiendra les dérivées appartenant a la fonction w. En dé- 
signant maintenant par a , ^ , . . . , A , /£ les ordres partiels d'une dérivée 
quelconque relatifs a rr , y , . . . , 5 , ^ respectivement, chacun des ensembles 
résultants sera lui-méme divisé en ensembles partiels se succédant de 
gauche a droite d'aprés les valeurs décroissantes de Tordre partiel a; 
chaque sous-ensemble en sous-ensembles partiels se succédant de gauche 
a droite d'aprés les valeurs décroissantes de Tordre partiel y9; et ainsi 
jusqu'a Tordre partiel X (inclusivement). Chacun des ensembles définitifs 
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se compose alors d'une dérivée unique, et les dérivées de tous ordrea de 
nos fonctions inconnues se trouvent rangées, sur urie ligne indéfinie allaot 
de droite a gauche, dans un ordre bien déterminé. Nous qualifieront de 
taxique la suite ainsi obtenue, et nous dirons qu'une dérivée de fonotion 
inconnue est antérieure ou postérieure a une autre, selon que, dans la guite 
taxique, elle figure ä gauche ou ä droite de cette autre. 

Cela étant, un systeme différentiel sera dit taxiquSy s'il se trouve 
résolu par rapport a certaines dérivées des fonctions inconnues qu'U im- 
plique, et si Ton peut trouver, pour les variables et les inconnuei, deux 
ordres respectifs, (45), (46), tels, que chaque second inembre ne contienne, 
outre les variables et les inconnues, que des dérivées paraioétriques 
postérieures au premier membre correspondant. ^ 

Or, un pareil systeme est nécessairement orthonome. 

Effectivement, si une dérivée de fonction inconnue est antérieure a 
une autrCy il arrive forcéraent de trois choses l'une: 

ou bien elle est d'ordre supérieur a cette autre; 

ou bien elle est de méme ordre, mais la fonction inconnue a laquelle 
elle appartient précéde, dans la suite (46), la fonction inconnue a laquelle 
appartient cette autre; 

ou bien enfin, les deux dérivées considérées sont de méme ordre et 
appartiennent a une méme fonction inconnue, mais en .déiignant par 

a y p ,...,/ , /£ 

leurs ordres partiels relatifs a 

Xjyj,,,ySjty 
les dififérences 

OL — a" , p — p ,...,/' — A" 

ne sont pas toutes nuUes, et la premiére d'entre elles qui ne s*évänouit 
pas est positive. 

Cela étant, et en désignant par h le nombre des variables indé- 

' Il va BaoB dire que les seoonds membres sont supposés tous développables dans 
UQ méme domaine. 
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pendanteSy il suffit, pour se convaincre de la nature orthonome d'un systéme 
tftxique, d^attribuer: 

aux variablas des cotes pretniéres toutes égales ä i, et aux inconnues 
des cotes premiéres toutes nuUes; 

aiix variablas des cotes secondes toutes nulles, et aux inconnues 
Httccessives u ^ v ^ . . . , w des cotes secondes don t la valeur aille en dé- 
croissant; 

aux variables et aux inconnues des cotes troisiémes toutes nulles, a 
Téxception de x qui aura pour cote troisiéme Tunité; 

aux variables et aux inconnues des cotes quatriémes toutes nulles, 
ä i^BXception de y qui aura pour cote quatriéme Tunité; 

etc; 

final ementy aux variables et aux inconnues des cotes (ä + i )'*"»•■ 
toutei nuUeSy a Texception de 1'avant derniére variable Sj qui aura pour 
cote (* + I )**""• runité. 

ÖÄr toute dérivée postérieure a une autre est alors^ normale vis a vis 
de cetté autre; les inconnues elles-mémes le sont évidemment vis a vis 
d'une dérivée quelconque; enfin, les cotes premiéres des diverses variables 
indépendantes ont été choisies égales entré elles. 

2 2. Tout systéme orthonome passif est complétement intégrable, c est å 
dire adtnet un groupe (unique) cCintégrales ordinaires répondant ä des données 
initiales arbHrairement choisies. 

Tout revJent, comme nous Tavons vu (15), a prouver la convergence 
des développenlents des intégrales hypothétiques. 

I. Si les fonctions f{x y y ^ . . .) , f>{x j y j . . .) sont toutes deux dé- 
veloppables dans quelque domaine des valeurs x^^y^y...^ si de plus les 
valeurs de ^(a? , y , . . .) et de toutes ses dérivées en x^^y^j .. . sont re- 
elles, positives, et supérieures aux modules des valeurs correspondantes 
de f(x , y , . . .) et de ses dérivées semblables, la fonction f> sera dite 
majorante de f par rapport aux valeurs x^^y^^ .... 

II. Soient 

f{x , y , . . .) une fonction dévdoppable dans un domaine des vdeurs 



264 Ch. Riquier. 

r^jTyj... des constantes positives respectivement inférieures aux rayons 
de ce domaine; 

M une constante positive supérieure å célle qu^on ohtient en rempla^ant 
dans le dévéloppement de f{x ^ y^ . . .)^ effectué å partit de x^^y^^ ... ^ tous 
les coefficients par leurs modulesj et les différences x — x^^y — y© > • • • 
par les quantités respectives r^jTyj . . . ; 

a, , Äy , . . . des constantes positives supérieures ou égales å —,—,... 

respectivement; 

enfin m un entier positif. 
Cela étant, la fonction 

est majorante pour /'(rr , 1/ , . . .) relativement aux valeurs rr^ , y^ , . . . . 

III. Si Vjon désigne par u j v y . . . j w des fonctions inconnues de la 
variahle indépendante x, et par 

F^{x ,UyV,...jw) j F^{x , w , v , . . . , m;) , . . . j F„{xjUjV , . ..,w) 

des composantes ^ données, dévdoppables dans un domaine des valeurs x^jU^, 
Vqj . . . y Wq, le systéme des équations différentielles 

^ = F^{x , w , t; , . . . , m;), 

— = F,{X,U,Vy..., w\ 



y — = F„{X ,U,Vy...,W) 



^ Si aux variabics s ^ t y , . , åune fonction f{8 ,/,...) on substitue respectivement 
autant de fonctions 8(z , . . .) , T{z ,...)*••• des variables z , . . . , ces derniöres fonc- 
tions S(z ,...), T{z ,...),... sont dites svnphs^ la promiérc /*(« , ^ , . . .) s^appcUe ]a 
fonction composanle^ et le resultat de leur combinaison 

/•[5(^,...). r(2;.... ),...] 
porte le nom de fonction composée. 
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admet un groupe dUntégrdes u jV ^ . . . , w, dévdoppdbles dans un doinaine 
de la valeur a?^, et se réduisantj pour x = x^, aux valeurs respectives w^, 



v., ...,w, 



o* 



IV. Considérons le systeme di£Férentiel 






= S^j 






oii u j v j . . . j w désignent des fonctiong inconnues de la variable indé- 
pendante rr; a,/S,...,A des entiers positifs quelconques; et IT^, Ä^, . .. , iT^ 
des fonctions données de toutes les quantités 



(47) 



X 



du 
U, — , . 



dv 



a^-* H 






d^-^v 



• ' - f-i" ' 



dxf- 



dX ^ ' dx^-^ 



Si les fonctions H^j U^ , . . . j H„ sont dévdoppahles dans un domaine 
des valeurs 

^0 ' 



(48) 



/du\ / a»-' m \ 



"« ' £). 



' '" ' \dxfi-' ) 



/dw\ /?_i?\ 



Ze systeme proposé admet un groupe cPintégrales w , t; , , . . , m? , dévéloppahles 
dans un domaine de x^j et telleSy quCj pour x = x^y les fonctions (47) se 
réduisent respectivement aux quantités numériques (48). 

Äcta maikmuUiea. 38. Imprimé le 2 uoyembre 1899. 34 
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Eftectivement, le systéme différentiel proposé équivaut au suivant au 
point de vue de rintégration : 



du , 

dx ' 


9w' 

dx ' 


. . . , 
• • • ^ 


dx •" 


9w , 


dw' 

dx 


• • • • 





il va sans dire que, dans les seconds membres IT^, -ET,, ..., -ET^, figurant 
a rextrémité des lignes horizontales respectives du tableau ci-dessus, on 
a substitué aux dérivées 



du 


d% 


a«-in 


dx 


' dx' ' 


• • ' ' dx—' ' 


dv 


d^v 


dfi-^v 


dx 


' dx* ' 


• • • ' dx^-' ' 


dW 


d^w 


d^-'w 



9« ' 9*' ' • • • ' 9a;'-> 



les nouvelles inconnues respectives 



IMf j %v j • • • ^ lA j 



Cela étant, la proposition qui fait l'objet du present alinéa IV se 
présente comme une conséquence immédiate du précédent. 

V. ^ Revenant au systeme différentiel que vise notre énoncé general, 

* Les alinéas V, VI, VII, VIII et IX du n° 31 (tn/ra) sont, comme je le répéte 
plus loin (30^ identiques aux alinéas correspondants du present numéro 22, & part quelques 
modifioations que je vais indiquer au fur et å mesure. 
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partageons-y les fonctions inconnues en catégories suivant la valeur de 
leurs cotes premiéres, et supposons, pour fixer les idées, que le nombre 
des catégories ainsi obtenues soit egal ä 3. Les dérivées de tous ordres 
des inconnues se partagent naturellement alors en trois catégories, suivant 
qu'elles appartiennent ä telle ou telle inconnue. 

Cela pose, désignons par y la valeur commune (positive) des cotes 
premiéres attribuées aux diverses variables indépendantes; par /, y", y" 
les cotes premiéres attribuées aux inconnues des trois catégories respec- 
tives; par N Tordre maximum des premiers membres du systéme donné; 
par r un entier fixe choisi sous la seule condition d'étre a la fois supé- 
rieur aux trois quantités 

enfin, par JST', K'\ K'" les plus petits entiers qui, substitués ä Kj vérifient 
respecHvement les relations 

Nous établirons successivement les points sui vants: 

A. Les entiers Ä', Ä", K'" sont tous supérieurs å N. 

Effectivement, si Ton avait, par exemple, K' < Nj on aurait aussi 
fK' + f < T^ + fy ^^y comme j^N + f est inférieur a T, il viendrait, 
contrairement a la definition de K', 

rK'-\-f<r. 

B. Les dérivées dont la cote premiére tombe au dessous de F sont: 
pour la premiére catégorie, cdles Ö! or dre inférieur ä K'; pour la deuxiéme, 
celles d' or dre inférieur ä K"; pour la troisiéme, celles d! or dre inférieur ä 
K'". (Quant aux inconnues elles-mémes, leurs cotes premiéres tombent 
évidemment au dessous de F). 

Effectivement, si une dérivée de premiére catégorie est d'ordre K < K', 
sa cote premiére yK •\- f est au plus égale a y[K' — i) + ^, par suite 
inférieure a T, en vertu de la definition de K'. Réciproquement, la re- 
lation fK -h f < r entraine comme conséquence nécessaire K < K': car, 
si Ton avait K>^K\ on aurait aussi 
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et, comme yK' + y*' est supérieur ou egal a J*, il vieiidrait, contraire- 
ment a Thypothése, 

rK + r> I'- 

C. Si Von dresse, par classes craissanteSj la liste des dérivées prin- 
cipales des inconnues, et qu'on y supprinie toutes les dérivées de preniiére 
catéfforie dont V or dre est inférieur ä K% toutes celles de deuxiéme catégorie 
dont Vordre est inférieur ä K'\ enfin toutes celles de troisiéme catégorie dont 
Vordre est inférieur ä Ä'"', cette suppressimi équivaut ä celle d'un certain 
nomhre de classes en tete de la liste. 

Ge point est evident, si Ton observe d*une part que les dérivées 
principales supprimées sont celles dont la cote premiére tombe au dessous 
de Ty et si Ton se reporte d'autre part a la classification des dérivées 
principales (7), (8). 

Z>. Si Von considére une relation primitive dont le premier membre soit 

ou de prefniére catégorie et d'ordre K', 

ou de deuxiéme catégorie et d'ordre JST", 

ou de troisiéme catégorie et d'ordre K'": 

I** Toute dérivée de fonction inconnue figur ant au second membre est 
d'ardre au plus egal å K'j K" ou K"\ suivant que cette méme dérivée- est 
de premiére, seconde ou troisiéme catégorie. 

2° Le second membre de la relation considérée est linéaire par rapport 
ä Vensemble de toutes les dérivées qui sont, soit de premiére catégorie et 
d^ordre K% soit de deuxiéme catégorie et d'ordre K'\ soit de troisiéme ca- 
tégorie et d'ordre K'". 

1° Supposons, par exemple, que le premier membre de la relation 
considérée soit de premiére catégorie et d'ordre K': sa cote premiére est 
alors yK' + ;''. D'ailleurs une dérivée d'ordre K iigurant dans le second 
membre a pour cote premiére Tune ou Tautre des trois quantités 

j-K + r'^rK+ r" , rK + r, 

suivant quelie est de premiére, seconde ou troisiéme catégorie. Enfin, 
toule dérivée figurant au second membre a une cote premiére au plus 
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égale a celle du premier membre. Nous sommes donc rainenés, pour 
ét4iblir le premier point, a prouver que les relations 

(49) r^i+f<rK'-^r' > r^ + r" <ri<^' + f , r^ + r'" <rK' + r' 

entrainent respectivement^ comme conséquence nécessaire, 

K<K' , K<K" , K<K'". 

Or, la premiére relation (49) entraine évidemment K<K\ 
Si la deuxiéme relation (49) était vérifiée pour quelque valeur de 
K supérieure a Ä'", soit K = K" + r, oix r > o, on aurait 

r{K" + r) + f < rK' + ;-', 
dou 

r{K' — r) + r> rK" + r"- 
et a plus forte raison 

r{K' - r) + f> r, 

ce qui est contradictoire avec la definition de K\ Donc la deuxiéme 
relation (49) entraine K<K". 

On verrait, par un raisonnement semblable, que la troisiéme entraine 
K< K'\ 

2° Les entiers JP', JP", K'" étant tous supérieurs ä Fordre maximum 
des premiers membres du systeme donné, la relation primitive que Ton 
considére se déduit de quelque relation du systeme donné par une diffé- 
rentiation d'ordre positif. EUe a des lors son second membre linéaire 
par rapport a Tensemble des dérivées qu'indique la deuxiéme partie de 
Ténoncé D. 

VI. Désignons désormais par 8 le systeme proposé, et par (S) le 
systeme que förment les diverses relations primitives dont les premiers 
membres sont, ou de premiére catégorie et d'ordre K'y ou de deuxiéme 
catégorie et d'ordre Ä'", ou de troisiéme catégorie et d'ordre K'". Il 
est clair que, dans ces deux systémes, les dérivées principales et paramé- 
triques des foqctions inconnues sont respectivement les mémes, a cela prés 
que les dérivées principales du systeme S dont la cote premiére tombait au 
dessous de Fj sont devenues paramétriques dans le systeme (S); et si Ton 
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dresse, d'aprés la classe croissante de leurs premiers membres, la liste des 
relations primitives des deux systémes, les groupes illimités ainsi obtenus 
sont les mémes de part et d'autre, ä cela prés que, pour le systéme (S), 
un certain nombre de relations ont disparu en tete de la liste. Si donc 
on impose» d*une part aux intégrales de S les conditions initiales choisies, 
d'autre part ä celles de [S) des conditions initiales identiques, en ayant 
soin seulement de prendre, pour les anciennes dérivées principales de- 
venues paramétriqaes, les valeurs initiales calculées ä Taide des relations 
primitives disparues, on pourra, dans le systéme {S) comme dans le 
proposé, connaltre ä Taide des relations primitives, numériquement con- 
cordantes, les valeurs initiales de toutes les dérivées principales^ et Ton 
obtiendra de part et d'autre, pour les développements ainsi construits a 
priori des intégrales hypothétiques, des resultats identiques. Tout revient 
donc ä établir la convergence des développements des intégrales hypo- 
thétiques de (S) répondant aux conditions initiales que nous venons d'in- 
diquer. 

Or on peut, moyennant un simple changement de fonctions, remplacer 
le systéme {S) par un autre ou les déterminations initiales des inconnues 
soient toutes identiquement nulles. Effectivement, soient u , t; , . . . les 
fonctions inconnues du systéme (S), et i^ , J^ , . . . les déterminations 
initiales de ces inconnues respectives. Nous observerons tout d'abord que, 
parmi les dérivées de /„ , /^ , . . . , celles qui sont respectivement sem- 
blables aux dérivées principales de u j v j . . . ont toutes zéro pour valeur 
initialc; et qu^elles sont, par suite, identiquement nuUes, puisque leurs 
propres dérivées, nécessairement semblables ä des dérivées principales de 
UjVj...j ont toutes aussi pour valeur initiale zéro; quant aux valeurs 
initiales de /^ , J^ , . . . et de leurs dérivées restantes, elles sont précisé- 
ment égales aux valeurs initiales de ti , t; , . . . et de leurs dérivées (para- 
métriques) semblables. Cela pose, effectuons dans le systéme (8) la trans- 
formation 

{u = I, + tt, 

v = I^ + Vy 



ou tt 9 o I . . . désignent de nouvelles fonctions inconnues, et soit {%) le 
systéme ainsi obtenu: il va sans dire que, dans cette transformation, nous 



Sur une question fondamentale du oaloul integral. 271 

• 

conservons aux variables indépendantes leurs cotes respectives, et que 
Dous attribuons aux nouvelles fonctions inconnues les mémes cotes respec- 
tives qu'aux anciennes correspondantes. Si aux relations du nouveau 
systéme (S) on adjoint maintenant toutes celles qui s'en déduisent par 
de simples difPérentiations, il résulte de la remarque faite ci-dessus que 
le groupe illimité ainsi formé peut. se déduire des relations primitives 
de (S) en rempla9ant les dérivées principales de w,i;,.*. par les déri- 
vées semblables de u , o ^ • • • 9 puis les fonctions u^Vj... et leurs dérivées 
paramétriques par J„ + tt , /„ + ti , . . . et les dérivées semblables de ces 
sommes. De lä on conclut immédiatement: 1° que chaque équation du 
systéme (3) est normale; ^ 2"" que, sauf le changement de u , t; 9 . . . eii 
tt y O 9 . • . 9 les deux systemes {S) et (S) ont mémes premiers membres, 
et par suite que les dérivées des fonctions inconnues s'y répartissent de 
la méme maniére en principales et paramétriques; 3"" que si, sans changer 
les valeurs initiales des variables indépendantes, on impose, d*une part 
aux intégrales hypothétiques de {S) les déterminations initiales déjä in- 
diquées^ d'autre part a celles de (3) des déterminations initiales identique* 
ment nulles, les relations primitives, nuniériquement concordantes dans le 
premier cas, le seront aussi dans le second, et foumiront, pour les dé- 
rivées principales semblables des inconnues correspondantes^ les mémes 
valeurs initiales. En conséquence, tout revient å prouver la convergence 
des dévéloppements des intégrales hypothétiqvss guiy dans le systéme (%\ ré- 
pondent å des déterminations initiales identtquement ntdles. 

Comme on a attribué aux nouvelles fonctions inconnues tt , O , . • . 
les mémes cotes respectives qu'aux anciennes ti , t; , . . . , il est clair que 
les inconnues engagéés dans le systéme (3) et les dérivées de ces in- 
connues se partageront encore en trois catégories. Pour faciliter le lan- 
gage, et faute d'une dénomination meilleure^ nous nommerons dominantes 
les dérivées de u , o , . • • qui sont 

ou de premiére catégorie et d'ordre E'y 



^ Dans la démoDstration du n^ 31 {infrd), on substituera h ce membre de pbrase 
le suiyaut: 

m^ que, pour chaque équation du systéme (2), toute inconnue ou dérivée figuraut 
effectivcment dans le sccond mombre a une cote premiére au plus égalc ä celle du premier 
membre. > 
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ou de deuxiéme catégorie et d'ordre K'\ 

ou de troisiéme catégorie et d'ordre K"\ 
et secondaires toutes celles qui sont 

ou de premiére catégorie et d'ordre < K\ 

ou de deuxiéme catégorie et d'ordre < Ä'", 

ou de troisiéme catégorie et d'ordre < K'". 
On voit par la que Vensemble des dérivées secondaires équivaut exactement 
å cdtä des dérivées dont la cote premiére tomhe au dessous de F. On 
observera en outre que le systéme (S) ne contient, outre les variahles et les 
inconntieSy qtce des dérivées dominantes et secondaires j et que chacune de ses 
équationSy linéaire par rapport ä Vensemble des dérivées dominantes^ a pour 
premier membre une de celles-ci. 

Nous nommerons, dans ce qui suit: 

coefficients du systéme (S) les diverses fonctions (des variables, in- , 
connues et dérivées secondaires) qui figurent dans les seconds membres, 
soit comme multiplicateurs des dérivées dominantes, soit comme termes 
indépendants de ces dérivées; 

^0 ' ^0 > • • • ^^^ valeurs initiales de a? , y , . . . ; 

f , . . . les diverses quantités du groupe formé par les inconnues 
tt , U , . . . et leurs dérivées secondaires (toutes ces quantités ont des valeurs 
initiales nulles, puisque les déterminations initiales sont identiquement 
nulles) ; 

U', H', ... les inconnues de premiére catégorie, g* leur nombre, g[, 
!/ii9 '" f 9k'-\ les nombres respectifs de leurs dérivées des ordres i , 2 , . . . , 
K' — I ; 

U", 5". ... les inconnues de deuxiéme catégorie, g" leur nombre, g^ , 
ff'i' f • • • > ^^'"-1 les nombres respectifs de leurs dérivées des ordres 1,2,..., 
K" — I ; 

tt'", 5'", ... les inconnues de troisiéme catégorie, g'" leur nombre, 
ffi" j ff2\ • ' ' } 9k'"-\ les nombres respectifs de leurs dérivées des ordres 

1 , 2,...,^'"— I.' 



' Dans la démoustration da n^ 3^ {infra)^ od nominera en outre termes anormaax 
du systéme (S) tous ceux qui, dans qnelque second membre de {%), contiennent une 
dérivée anormale par rapport au premier membre correspondant; et termes nomiaux du 
systéme (%) tous les autres termes des seconds mcnibres. 



Sur une qaestion fondainentale du calcul integral. 



278 



D*ailleurs, les seconds membres du systeme primitif S étant, par la 
definition inéme des intégrales ordinaires, développables dans un domainc 
des valeurs initiales choisies pour les diverses quantités qui y figurent, 
on voit sans peine que les coefficients du systeme (S), fonctions des di- 
verses quantités 

sont développables dans un domaine des valeurs initiales 



VII. Soient 

e une constante positive iiioindre que - (c'e8t-ä-dire moindre que 

le quotient de i par le nombre des catégories d'inconnues du systeme 

donné); 

fi une constante positive quelconque; 



Ii. ^ IL j IL , 



9 y 9\ y 9t > • • • > 9k'-\ 5 



9 9 9\ j 9t 9 ' ' ' j 9k"-\ 9 



919 999 919 999 

9 9 9\ 9 9i > • • • > 9k"-\ 9 



les entiers définis dans ce qui précéde (V), (VI); 

w\w"jW"' trois fonctions inconnues de la variable indépendante t 

Si Von pose 



(50) 



Z = t + ff'w' + ff[ -^ + . . • + 9k'-^1 3^g-i 



dt 



+ 9'"t^'" + 9\ 



999 ^^ 



ni 



di 



+ • • • 4" 9k"- 



,.. 9^"-' « 



ttt 



1 ^iK"-\ » 



Åtta nuUhMWtiea. 33. Impriraé le U ooyembra 1899. 



35 



274 



Ch. Riquier. 



et ©(;?)= , le systéme difftrentid 



(50 



d^" W 



tt 



a^ ' 



w 



tu 





/*»(*) 


I 


-3eö(»)' 




/^e(2) 


I 


-ite{zy 




fiB{z) 



9tK" 



I — 3eÖ(») 



admet un groupe (VintégrcHes satisfaisant aux conditions initiales 



(52) 



w' = 



Jf 



w = 



dt 



jtt 



dW 



nt 



gg -'to' 



a«"-i M>" 






= o 



= o 



ttt 



w = 



di 



a^'**-' 



= o 



pour / = o. 



Les dérivées restantes de ces intégrales ont d^aiUeurs, pour t^o^ des valeurs 
initiales essentieUement positives. 

D'abord, Texistence d'un groupe d'intégrales répondant aux conditions 
initiales (52) résulte immédiatement de Talinéa IV du present numéro 22. 
D'un autre c6té, si Ton développe B{z) par la formule 

I + ;8? + ;8?' + . . . , 

et que, apres avoir remplacé z par le second membre de (50), on ordonne 
le resultat par rapport aux puissances de 



t , 



w 



w 



ti 






dW 






' dt » • • • » dtK'-i ^ 



^ ' dt » • ' • > diK-^-i ' 



on voit immédiatement que les valeurs initiales de la fonction ainsi ob- 
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tenue et de ses dérivées partiellas de tous ordres sont essentielleinent 
positives. Il en est de méme de la fonction -— — ^7-v> qu'on peut, ä 

cause de e < - , développer suivant la formule 



I + 3e»+3'e'Ö' + ..., 



par Buite enfin du produit 



/*W.r=i^) 



second membre commun aux équations du systéme (51). Les valeurs 
initiales des dérivées principales de nos intégrales jouissent donc, elles 
aussi, de la propriété annoncée: car Tattribution aux quantités 



jt» 



ty W' y W" j W 

des cotes respectives 

I , —K', —K'\ —K' 



ti 



met tout d^abord en évidence la nature orthonome du systéme (51), et, 
cela étant, on aper9oit sans peine que le calcul des valeurs initiales des 
dérivées principales, effectué de proche en proche pour les classes succes- 
sives a Taide des relations primitives, conduit nécessairement a des resultats 
tous positifs. 

Nous désignerons par W\t^ , W'\t) , W"\t) les intégrales considérées 
du systéme (51). 

Nous ferons en outre observer ce qui suit. 

Si Ton nomme el, si, ... , sJ', ei', ..., sJ'S ej", ..., des quantités po- 
sitives (en nombre limité) vérifiant les relations 

Si "T" Sj + . . . = S, 
Sj "T" Sj -f- . . . = S, 
£1 + Sj + • • • = s. 



le systéme (51) entraine évidemment comme conséquence 
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(53) 



9^ w 
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^ =;.#(.) + cl 0{Z) '-^ +£; 6{Z) 



d^ w' 



dt^ 



- 4- 



3^ 



+ el' ö(.) '-^' + < ö(.) ?^^' + 



• 9 



W 



// 






[ dt^' 



= idem, 



= idem. 



D'ailleur8, le systéine (51) entrainant aussi comme conséquence les relations 



si, dans Tune quelconque des équatiöns (53), on remplace telle ou telle 
des som mes 

^I ö(^) -^jT- +^2 ^(^) -^^ +'"7 



^r «(^) -^. + si' ö(^) -^ + 



par la quantité — ^-- — ^^r-v» on tombe encore sur une conséquence de (51). 

VIII. Le systéme déduit de {%) en y remplagaht les coefficients des 
seconds membres par certaines major antes relatives aux valeurs initialés 



des quantités 



^0 ' 2/0 ' • • • » ^ > • • 



^ ) y j • • • > 7 > • • • 



posséde un groupe dHntégrales qui s^ahnulent, ainsi que leur dérivées se- 
condaires, pour 

^ — ^0 =y — yo = ... = o, 

tandis que toutes leurs autres dérivées ont des valeurs initialés positives. 
Aux variables indépendantes et aux fonctions inconnues 
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du systéme ($) faisons correspondre autant de constantcs poRitives 
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(54) 



f , 37 ,...,!>', ^' , ... , 0"j ip'\ . . . , '/", ^'", . . . , 



que nous nommerons, pour abréger, leurs 'poiAs respectifs; considérant 
ensuite Tune quelconque des dérivées des inconnues, appelons foxds de 
cette dérivée le quotient obtenu en divisant le poids de la fonction a 
laquelle elle appartient par ceux de toutes les variables de di£Férentiation, 
distinctes ou non; désignons enfin d'une maniére générale par $^ 9 . . . les 
poids respectifs des quantités f , . . . . 

Cela pose, considérons une équation, conséquence de (51), subsistant 



entré 



*' t _ . TT» 1 ~,V» » 



K-^'" 



dt^' 



dt^' 



dt^ 



17, } 



et renipla9ons-y la somme a par la somme 

5 = ${x ~ X,) + 7j{y — y,) + . . . + ^^ + . . . ; 



d^to' 



substituons d'autre part a la dérivée — 7^> qui peut figurer dans divers 

termes de Téquation considérée, divers produits obtenus chacun en mul- 
tipliant Tune quelconque des dérivées dominantes de II' , 5' , . . . par son 
poids; eflfectuons enfin des substitutions analogues pour chacune des dé- 
rivées ■^.. et pour chacune des dérivées j^,., : la relation résultante 

sera, comme il est bien facile de s*en rendre compte, identiqueinent vé- 
rifiée pour 

tt' ^^W [$ix — x,) + 73(j,-y,) + ...], 

T 



(55) 



u" = -L W" [z{x-x,) + 7j(tf—y,) + ...1 
r = jr W"[S{x-x,)-^7i(i,-y,) + ...], 

tt'" = -^ W"'[${x-x,) + ij(i,—y,) + ...], 

r' = ^ W"'[5{X - X,) + ^(y _yj + . . .], 
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Prenons inaintenant, dans le systéme (S), une équation quelcouque 
(8), et désignons par g', q" j q"' les nombres respectifs ( >^ o) des dérivées 
dominantes de prerniére, seconde, troisiénie catégorie, qui figurent effective- 
ment dans son second niembre; par 

Ai , Aj , . . . , a;. , 

A" A" A" 

A'" A'" A'" 

ces dérivées respectiyes, par 

tt>i , ©J , . . . , S^' , 
tt>i , a>3 , . . . , a>," , 

COi , CO2 , - - . , ©^"• 

leurs poids respectifs, par A le premier membre de (5), et par a> le 
poids de A. Si Tentier q' n'est pas nul, on remplacera Tensemble des 
termes en Aj , A, , . . . • A^* qui figurent dans le second membre de (s) 
par 

^s;ö(5)A; + ics,é^(5)Ai + ... + ^s;.ö(5)A;.; 

si q' est nul, on remplacera cet ensemble absent par — ~ — ^p-. On 

efPectuera des substitutions analogues pour les termes en A{', A^', ..., A^', 
et pour les termes en AJ", Ag", . . . , A^'' qui figurent dans le second 
membre de (j). Quant au terme indépendant des dérivées dominantes, 
on le remplacera par /iö(5). On remplacera enfin le premier membre A 

par SA, et on multipliera les deux membres par -. Uéquation finale- 

ment obtenue ((8)) ne difiFérera alors de (j) que par les coeflTicients, fonc- 
tions de a:,y , ..., f , ..., qui figurent dans le second membre. A chaque 
équation du systéme ($) on fera correspondre de méme une équation 
telle que ((5)); on obtiendra finalement un systéme ($)) ne différant de 
($) que par les coefiPicients des seconds membres, et identiquement vérifié 
par la substitution aux inconnues des seconds membres de (55), c'est a 
dire de fonctions qui, elles et toutes leurs dérivées secondaires, prennent 
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en x^^y^j . . . des valeurs initiales nuliesy tandis que leurs dérivées rest an tes 
y prennent des valeurs initiales positives. Cbacun des nouveaux coefiPi- 
cients s'obtient d'ailleurs en faisant le produit de 9[s) par quelque con- 

stante positive, et y ajoutant parfois le produit de —-_ — ^— : par quelque 

autre constante positive. La premiére de ces deux constantes, qui seule 
est importante ä considérer, et que nous nommerons, pour abréger, carac- 
téristique du coefficient, dépend de e ou de /i suivant que le coeflPicient 
ou elle figure multiplie ou non quelque dérivée dominante. Son produit 
par 0{s) est identique au coefficient de ((S)) dont il sagit, ou Tqdmet 
pour majorante relativeinent aux valeurs x^ jtf^ , •••> o, ... de o;,;^, ..., f , .... 
La constante positive e étant choisie sous la seule condition d'étre 

inférieure a - , fixons maintenant les valeurs des constantes positives (54). 

Considérons a cet e£fet le domaine des valeurs 

(56) ^OJ^öJ • ••» ^» • • • 

ä rintérieur duquel les coefficients des seconds membres de (S) sont dé- 
veloppables, et soient 

r une quantité positive moindre que tous ses rayons; 

M une quantité positive supérieure a toutes celles que l'on obtient, 
lorsque, apres avoir développé les divers coefficients du systéine (S) a 
partir des valeurs (56), on remplace dans ces développements les coefficients 
par leurs modules, et les quantités 

^ — Ä^o ' y — ^0 ' • • • J f ' • • • 
par la constante r; ^ 



' Dans la démonstralion du n^ 31 (infrå)^ on remplaoera oette phrase par la suivante: 

» M une quantité positive supérieure & toutes celles que Ton obtient, lorsque, apres 

avoir développé & partir des valeurs (56) les coefficients des termes normaux du systéme 

(S) et les dérivées premiéres des coefficients des termes anormaux, on remplace dans ces 

développements les coefficients par leurs modules, et les quantités 

* "" *o » y — y© » • • • » f » • • • 

par la constante r.» 
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P la plus grande des deux quantités 3f , - ; 

Q un entier positif supérieur a la plus grande valeur que puisse 
atteindre, pour une équation quelconque du systéme (S), le nonibre des 
dérivées dominantes fignrant au second inembre; 

\y\j - • - y K ^^^ P^^^ petites valeurs que puissent respectivement 
atteindre les cotes seconde, troisiéme, . . . , jp**°® des diverses variables in- 
dépendantes; 

G^fG^j...fGp les plus grandes valeurs que puissent respectivement 
atteindre celles des quantités f , . . . , c'est ä dire des fonctions inconnues 
et de leurs dérivées secondaires; 

J^y Js i ' " y Jp l^s plus petites valeurs, et J, , J3 , . . . , J^ les plus 
grandes valeurs que puissent respectivement atteindre celles des diverses 
dérivées dominantes. 

Désignant en outre par 

^ + I constantes positives dont les valeurs vont étre fixées dans un instant, 
nous prendrons: 1*^ pour le poids d'une variable indépendante, un produit 
de puissances de ^j , ö, , . . . , öp d'exposants respectivement égaux aux 
cotes premiére, seconde, . . . , jp**"® de cette variable; 2® pour le poids d'une 
fonction inconnue, le quotient de a par des puissances de ö| , ö, , . . . , öp 
d'exposants respectivement égaux aux cotes premiére, seconde, . . . , p**"* 
de la fonction inconnue considérée. — Le poids d'une dérivée de fonction 
inconnue aura alors pour valeur le quotient de a par des puissances de 
öj , öj , . . . , öp d'exposants respectivement égaux aux cotes premiére, se- 
conde, . . . , y*"* de la dérivée dont il s'agit. 

Cela étant, ^ on déterminera successivement les quantités öp , öp_| , 
. . . , öj , öj et a de raaniére ä vérifier les inégalités: 



^ Dans la démoDStratioD du d^ 3^ C^^^/^^)? ^^ remplåcera la fio du present alinéa 
VIII par ce qui suit: 

pCola étant, on déterminera successivement les quantités Opj ffp-i 1 > * * > 0^ ^ 0^ et 
a de maniére & vérifier les inégalités 
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B,> I, 

s 
s 



Op > I, 



<?. 



PQ 



»,-\ > I, 



^p-i> 



iSi tt''~i' . 



ff, 



e 
e 



Jrfa tnalheniatiea '2^, Tinpriiiié le 17 novemlirc ISOO. 
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Dans ces conditions, les quantités f , jy , . . . , fc> , . . . et Ics caractéristiques 
dépendant de e ne peuvent manquer, comme nous allons le voir, d'étre 
toutes supérieures a P. 

et OD raisonnera comme il suit pour établir que les coefficieDts du systéme désigné par 
((S)) soDt majoraDts pour les coefficieDts correspoudaBts de {%). 

Eo premier Heu, les consUntes f , 7 » . . . , ^ , • . . ne peuvent manquer d'étre toutes 
supérieures h P . Car, les quantités 0^^ 0^^ , . , ^ 0p étant toutes plus grandcs que I , et 
le» cotes premiéres des variables indépendantes au moins égales ä I, les quantités ^, g^, ... 
sont toutes au moins égales ä 

0i0i'0s\..0p', 

par suite supérieures k P; ct^ dun autre cdté, puisque les quantités f, ... ont toutes 
des cotes premiéres moindres que r^ les quantités ^ ^ . . . sont toutes au moins égales ä 

a 



par suite aussi supérieures å P. 

Si Ton considére maintenant uno équation qucleonque du systöme ((S)X et, dans le 
second membre de cette équation, une dérivée dominante qui soit normale par rapport au 
premier membre, la dérivée dont il slagit a nécessairement: soit une cote premiére in- 
férieure ä celle du premier membre; soit une cote premiére égale ä celle du premier 
membre, avec une cote seconde inférieure; . . . ; soit des cotes premiére, seconde, . . . •« 
(p — 2)**™* respectivement égales k celles du premier membre avec une cote {p — i)**»® 
inférieure; soit enfin des cotes premiére, seconde, . . . i (p — iy*ni« respectivement égales 
k celles du premier membre avec une cote p^^^ inférieure. Comme les quantités 0^^ ^,, 
. . . , ^p sont toutes supérieures k I, les caractéristiques dépendant de e dans les termes 
normaux des seconds membres de {{%)) ont donc, suivant le cas, une valeur supérieure k 
Tune ou k 1 autre des quantités 

^0';-'''...0i'-''0^r'''0i. 



elles sont donc toutes supérieures k P. 

Passens aux termes anormauz. Le coefficient d^un terme anormal a d abord, dans 
((S)), une valeur initiale positive, au lieu d'une valeur initiale nulle qu'il posséde dans (3). 
Oo observera ensnite que la dérivée premiére, par rapport k Tune qnelconque des quantités 
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Effectivementy les quantités O^y O^j » • • j d^ étant toutes supérieures 
a I, et les cotes premiéres des variablas indépendantes au nioins égales 
ä I, les quantités ^ y tj y . . . sont toutes au moins égales ä 

par suite supérieures a P; et, d'un autre cöté, puisque les quantités f ,.. . 

ont toutes des cotes premiéres moindres que Fy les quantités fP,... sont 

toutes au moins égales a 

a 



par suitc aussi supérieures ä P. 

o; , y , . . . , f , . . . , du coefficient duu terme auormal, est lo produit de 9\s) par une 
constaute positive, et que cette coDstante positive est au moins égale k la pln<< petite des 
quautitös 

vi 






par suite au moias égale k la plus petite des deux quantités 






f "f 



Q-^tTi äz ...tfp 

par suite cncore supérieure k P. 

Finalement, si, désignant par (o le poids maximum des premiers membres du systéme 
((^))) ^^ prend ju > Pco^ toute caractéristique dépendant de /i, étant au moins égale k 

— ^ sera, elle aussi, supérieure k P. 

(O 

En rapprochant tönt ce qui précéde des alinéas I et II du n^ 22, on voit sans 
peine que les divers coefficients du systéme (S) admettent comme majorantes, par rapport 
aux valeurj) (5^)^ les coefficients correspondants du systéme ((S)). Nous avons d'ailleurs 
déjä rcmarqué que ce dernier admet un groupe d^intégrales qui, elles et toutes leurs dé- 
rivées seoondaires, prennent en ^o > 2/0 • * * * ^^ valears initiales nulles, tandis que leurs 
dérivées restanles y prennent des valeura initiales positives.» 
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Si Ton considére maintenant une équation quelconque du systéme 
((S)), chacune des dérivées dominantes figurant au second membre a né- 
cessairement: soit une cote premiére inférieure a eelle du premier membre; 
soit une cote premiére égale ä celle du premier membre, avec une cote 
seconde inférieure; . . . ; soit des cotes premiére, seconde, . . . , {p — 2)**"® 
respectivement égales a celles du premier membre, avec une cote {p — i )**"*• 
inférieure; soit enfin des cotes premiére, seconde, •.., {p — i)*^"* respec- 
tivement égales a celle du premier membre, avec une cote p**"' inférieure. 
Comme les quantités ö, , ^^ , . . . , ö^ sont toutes supérieures a i, les ca- 
ractéristiques dépendant de e ont donc, suivant le cas, une valeur su- 
périeure a Tune ou a Vautre des quantités 
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elles sont donc toutes supérieures a P. 

Finalement, si, désignant par w le poids maximum des premiers 
membres du systéme ^S)), on prend fx> Pcoy toute caractéristique dé- 
pendant de /i, étant au moins égale a -, sera, par suite, supérieure a P. 

En rapprochant des alinéas I et II tout ce qui précéde, on voit sans 
peine que les divers coeÖlcients du systéme (S) admettent comme ma- 
jorantes, par rapport aux valeurs (56), les coefficients correspondants du 
systéme ((S]). Nous avons d'ailieurs déja remarqué que ce dernier admet 
un groupc d'intégrales qui, elles et toutes leurs dérivées secondaires, 
prennent en a?^ » y© , . . • des valeurs initiales nuUes, tandis que leurs dé- 
rivées restantes y prennent des valeurs initiales positives. 

IX. Les intégrdles hypothétiques de {%) quiy pour a; — 0;^^=^— y^^=...=o, 
ont des déterminations initiales identiqtiement nulleSy ont leurs développenients 
nécessairement couvergents, ce qui achéve la demonstration. 
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Il suffit, pour Tétablir, de prouver que, dans le systéine ((S)), les 
dérivées de tous ordres des intégrales effectives dont nous venons de 
constater Texistence ont des valeurs initiales positives (ou nulles), supé- 
rieures (ou égales) aux modules des valeurs initiales que doivent prendre 
les dérivées sernblables des intégrales hypothétiques de (S). Le point en 
question se trouve déjä établi pour les dérivées paramétriques, car leurs 
valeurs initiales sont nulles dans le systéme (S), tandis qu'elles sont po- 
sitives ou nulles dans le systéme ((§)): il reste donc ä Tétablir pour les 
dérivées principales. 

Or, si Ton prend dans les systéines (S) et ((§)) deux relations pri- 
mitives correspondantes (p) et ((p)), le second niembre de la preiniére est 
une somme de produits pouvant contenir en facteurs quatre sortes de quan- 
tités, savoir: certains entiers positifs; certains coefficients des seconds 
merabres de (S); certaines dérivées partielies de ces coefficients; enfin 
certaines dérivées, principales ou paramétriques, des fonctions inconnues. 
Et le second membre de la deuxiéme est composé exactement de la méme 
fa9on avec les entiers positifs dont il s agit, les majorantes des coefficients 
de (S), leurs dérivées partielles, et les dérivées principales ou paramé- 
triques des fonctions inconnues. D'un autre c6té, comme nous Favons 
déja dit, les valeurs initiales des dérivées paramétriques des intégrales 
effectives de (2)) sont positives, et supérieures aux modules de celles que 
possédent les dérivées semblables des intégrales hypothétiques de (S). 
Si donc on ordonne par rapport aux dérivées principales les seconds 
membres de (p) et ((p)), et qu'on y remplace par leurs valeurs initiales 
les variables, les inconnues, et les dérivées paramétriques, le second des 
polynoines ainsi obtenus aura ses coefficients positifs et supérieurs aux 
modules des coefficients correspondnnts du premier. On voit alors, par 
un raisonnement effectué de proche en proche pour les classes successives, 
que les valeurs initiales des dérivées principales des intégrales effectives 
de ((S)) sont positives, et supérieures aux modules de celles que possédent 
les dérivées semblables des intégrales hypothétiques de (S): c'est ce qui 
restait a établir. ^ 



^ Dan» la dömonstration du d^ 3^ {*^fr^)t ^^ remplaoera la derniére phrase de 
TaliDéa IX par la suivante: 

»Bd observant maintcnant que toutos les dérivées principales anormales par rapport 
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QUATRIÉME PARTIE. 



Réduction d'un systéme différentiel quelconque ä une forme 

complétement intégrable. 

23. Nous rappellerons tout d'abord le principe suivant. 
Soient o? , y , . . . des variables en nombre quelconque que Ton con- 
sidére comme étant toutes indépendantes les unes des autres; soient en outre 



f{x,y , ...) = o, 



Xa; , y ,...) = o, 



deux systémes d'équations numériquement vérifiées pour les valeurs par- 
ticuliéres i^o > ^o > • • • ' ®^ ^^^^ ^^^ premiers membres soient des fonctions 
bien définies de x ^y j . . . dans un domaine suffisamment restreint des 
valeurs x^ 9 y^j * . • > Le champ de variation de a; , y , . . . étant supposé 
réduit a un pareil domaine, si le second des deux systémes considérés 
admet toutes les solutions numériques du premier, on dit qu'il est une 
conséquence algéhique du premier; et si chacun des deux systémes est 
une conséquence algébrique de Tautre, on dit qu'il sont dlgébriquement 
équivdents. 

Cela pose, et te , y , . . . ayant la méme signification que ci-dessus, si 
Véquation 

(57) F(aj,y, ...) = 0, 

numériquement vérifiée pour les valeurs particuliéres x^ y y^ , - - - <, « son 

au premier membre commun de (p) et ((p)) ont disparu du premier polynome af^rés octte 
substitution, on voit, par un raisonncmcnt cffectué de proche en proche pour les classes 
succesaivcs, que les valeurs initiales des dérivées principales des intégrales «ffectives de 
((S)) sont positives, et supéricures aux modules de cclles que possédeot les dérivées 
semblables des ioté^rales bypothétiques de (S): c'est ce qui restait k ét9b\ir,i> 
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premier menibre développable dans un domaine de ces vaJeurs, &i de plus la 
dérivée partielle — ne s'annule pas pour les valeurs dont il slagit, Véquation 

(57) équivaut dlgébriquement, dans le voisinage de x^yy^,..., å une équation 

(58) X =^ S(if, .. .\ 

dont le second membre^ développable dans un domaine des valeurs y<> , . . . , 
se réduity pour ces derniéres, å x^. 

Ecrire la formule (58), c'est ce qu'on appelle résoudre au point de vue 
algébrique Téquation (57) par rapport a x dans le voisinage de a?^,y^, ... . 

24. Etant donné un systéme différentid Sy dont les second membres 
sont nuls et les premiers développables dans queJque domaine^ on peuty dans 
les circonstances générales^ et sauf la rencontre de relations non identiques 
entré les seules variables indépendanteSy en déduire sans changement de va- 
riables ni integration un second systénie admettant les mémes infégrales^ et 
composé: i^ d'un groupe ortlwnome passif ou se trouvent engagées certaines des 
inconnues du systéme proposé; 2° et un groupe de relations exprimant les in- 
connues restantes å Vaide des variables indépendanteSj des inconnues du pre- 
mier groupCy et des dérivées de celles-ci. ^ 

(Il va sans di re que ces deux groupes de relations peuvent éventuelle- 
ment se réduire å un seul) 

Nous présentcrons tout d'abord une remarque générale sur le genre 
de raisonnement que Fon est obligé de faire dans une semblable question 
quel que soit d'ailleurs le mode de réduction adopté. On doit en eflfet 
quel que soit ce mode, résoudre algébriquement par rapport aux fonc 
tions inconnues et a leurs dérivées, considérées dans un certain ordre 
certaines relations dont les unes sont données, et dont les autres s'intro 
duisent au fur et ä mesure des calculs. Or, on suppose essentiellement 
que chacune des resolutions successives, auxquelles on est ainsi conduit^ 
peut s*effectuer conformément au principe du numéro précédent 23, sans 
que les resolutions antérieures en soient troublées. Gette présomption, 

^ Gette proposition et la démonstratioD qui suit ODt été publiées, en juin 1 893* 
dans les Annales de TEcole Normale (p. 151 ot sniv.): on trouvera toutefois, dans 
la rédaction actuelle, quelques légéres améliorations. 
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ä laquelle les faits peuvent, dans tel ou tel ca», ne pas donner raison^ 
se justifie toutefois assez fréquemment pour que nos déductions conservent 
toute leur valeur générale: inais, a vrai dire, la trés-grande généralité du 
problérne pose ne nous permettra d'obtenir, dans les raisonnements de 
1'alinéa III {ififrå), ni une rigueur absolue, ni une precision irréprochable. 
Cela pose, voici comment on peut 8'y prendre pour établir la pro- 
position générale formulée ci-dessus. 

I. Si dans un systéme différentiel, résolu par rapport å certaines dé- 
rivées des inconnues, on attribicey conformément aux indications du n^ 6, p 
cotes å chacune des variahles et des inconnueSy et si chaque second memhre 
ne contientj outre les variahles indépendanteSj que des quantités normales par 
rapport au premier memhre correspondanty on peuty sans changer les cotes, 
en déduire un systéme orthoique équivalenty composé d'un nombre egal d^équa- 
tions ayant r espect ivern ent les mémes premiers memhres. 

Si le systéme donné fj n^est pas orthotque, on désignera par G la 
cote premiére maxima de ses premiers membres; puis, de Tensemble. des 
relations déduites de fj par diflFérehtiations, on extrairå un gröiipe |i' 
choisi de telle sorte, que, dans le systéme simultané 

(59) m,w), 

chacune des dérivées principales (12) dont la cote premiére ne surpasse 
pas C figure comme premier membre une fois et une scule. Les équa- 
tions du systéme (59), rangées a la suite les unes des autres d'aprés la 
classe croissante de leurs premiers membres (8), sont successivement ré- 
solubles par rapport aux dérivées qui figurent dans ces premiers membreis, 
et, en efifectuaht la resolution dont il sagit, nous sommes conduit a un 
systéme 

(60) (« , »o, 

composé de deux groupes d^équations dont les premiers membres sont 
respectivement identiques a ceux des groupes J ^^ '^'y ta,ndh que le$ 
seconds membres, indépendants de toute quantité anormale, le sont en 
outre de toute dérivée principale. De la résulte immédiatement la nature 
orthoUque du systéme JJ, et nous allons prouver maintenant qu'au point 
de vue de Tintégration ce systéme équivaut ä fj. 
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I** Toute solution de |^ vérifie U. 

Car elle vérifie (59), et par conséquent aussi (60). 

2° Toute solution de ji vérifie |^. 

Effectivement, les équations du systeme (59) étant disposées les unes 
a la suite des autres dans leur ordre de resolution successive, et celles du 
systéine (60) dans Tordre correspondant, désignons par ||, et r» les équa- 
tions de rang i de ces deux systémes respectifs. Si Ton observe que la 
relation l^j fait nécessairement partie du groupe J, que des lors r, fait 
partie du groupe ^, et que, les relations ff^ et t^ étant identiques entré 
elles, toute solution de jS vérifie ||, et fj, il nous suflfit évidemrnent de 
faire voir qu'en supposant vérifiées les diverses équations du systeme H 
et celles des deux suites 

Ml > Ma > • • • > I|tf > 

les équations ll^^i , V^^.i le sont également. Or, si r^^., fait partie du 
groupe H, elle est vérifiée par hypothése, donc aussi ffg^u qui peut étre 
considérée comme une combinaison de Ti , T, , . . . , f^ , r^^i- Si Tg^i fait 
partie du groupe ^', l|^^.i fait partie du groupe 1^', et peut se déduire 
par dififérentiation de quelqu'une des équations l|i > Ila > • • • , l|g; elle est 
donc vérifiée en méme temps que ces derniéres, par suite aussi r^^j, 
qui 8'obtient par une combinaison de t, , t, , . . . , f, , l|^+i. 

II. Si ron considére diverses fonctions 

(61) U ^ v y . . , y W 

d€s variahles indépendantes 

X f y j . , , y Zf 

et que Von forme successivement^ avec des dénvées de u ^ v y . , . , tVy divers 
ensembles {limités) dont chaciin ne contienne que des dérivées parajnétriques 
relativement å fous les précédents, le nomhre de ces ensembles est forcément 
limité. ^ 



^ Cotte proposition, dont j'ai publié la demonstration en juin 1893 (Annales de 
TEcole Normale, 1893, p. 171, 172 et 173\ contient comme cas particuHer la sai- 

Äcta nuUhematica. 23. Impriiné le 15 noTembre 1899. 37 
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Pla9oiis-nous, en effet, dans Thypothése contraire, et supposons qu'on 
puisse former une suite indéfinie d^ensembles, dont chacun ne contienne 
que des dérivées paramétriques relativement ä tous les précédents. En 
pareil cas, quelqu'une des fonctions (6i), u par exemple, fournit certaine- 
inent des dérivées ä un nombre illimité d'ensembles. Si Ton désigne par 
E' Tun de ces derniers ensembles, et par 



(62) 






Tune des dérivées de u qui figurent dans -B', il y a encore, ä la suite de 
E', un nombre illimité d^ensembles contenant des dérivées de la fonction m; 
pour chacune de ces dérivées, l'un au moins des ordres partiels A, /i,..., p, 
relatifs ii a; , y , . . . , ;?, est inférieur a Tordre partiel correspondant de 
(62), et chacune d*elles appartient, ä plus forte raison, a quelqu'une des 

(A'+ i) + (;!'+,) + ... + (p'+ i) 
catégories que définissent respectivement les relations 

A — — Oj ^ — ~ 1 j A ~— 2 , • • • , A — — Å j 

/i = O ; /i = 1 ; /i = 2 ; . . . ; /i = /i'; 



p = o ; v = I ; v = 2 ; . . . ; p = v' . 
Des diverses catégories ci-dessus définies, une au moins, par exemple 
(63) X^l, 

fournit donc nécessairement des dérivées de w a un nombre illimité d'en- 



vante, formulée par M Delassus en 1896: Si l'on considére une suite infinie d* ensembles 
canoniques d*ordres croissants 



iels que Von ait, quel que soit /i, 



le nombre des tennes de la suite pour lesquels il y a inégalité est forcémerU limité (An- 
nales de Tficole Normale, 1896, p. 431 et 432). 
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sembles pofltérieurs a E'. 
ensembles, et par 

(64) 



Si Ton désigne par E" Tun de ces derniers 






Tune des dérivées de u de la catégorie (63) qui figureiit dans E'\ il y a 
encore, a la suite de E'\ un nornbre illimité d^ensembles contenant des 
dérivées de u de cette inéme catégorie; pour chacune des dérivées en 
question, Tun au moins des ordres partiels /i,...,p relatifs ay,...,;?est 
inférieur ä Tordre partiel correspondant de (64), et chacune d'elles appar- 
tient, a plus forte raison, a quelqu'une des 

(^"+ I) + ... + (/'+ I) 
catégones que définissent respectivcment les couples de relations 






X = l, 
/*= 1; 



Å = l, 



Å = l, 



n 



i^ = t^ ; 



v = o; 



v = i; 



;i = /, 



v = 2; 



A = /, 



i^ = i^". 



De ces nouvelles catégories, une au moins, par exemple 

fournit donc nécessairement des dérivées de w a un nombre illimité d'en- 
sembles postérieurs a E". En poursuivant ce raisonnement et désignant 
par . . . , » des entiers convenablement choisis, on arrivera a cette con- 
clusion absurde que la catégorie 

fl = /«, 



[v = n, 
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ne coinprenant évidemnient qu'une seule dérivée de Uy en fournit a un 
nombre illimité densembles. 

III. Pour démontrer la proposition dont Ténoncé figure en tete du 
present numéro 24, nous adopterons pour les variables, et aussi pour les 
inconnues engagées dans le systeme 5, un ordre déterminé, et nous 
attribuerons des cotes ä toutes ces quantités, conformément au^ indications 
données dans Texemple II du n^ 21. Considérant alors la suite taxique, 
nous chercherons quel est, dans cette suite, le tenne le plus éloigné (vers 
la gauche) qui figure efiFectivement dans les équations du systeme, nous 
résoudrons par rapport au tenne dont il s'agit Tune des équations oii il 
figure^ et nous en porterons la valeur dans les équations restantes: nous 
aurons ainsi, outre la formule de resolution, un nouveau systeme S' 
contenant une équation de moins que le proposé, et dans lequel ne figure 
plus la dérivée éliminée ni aucune des dérivées situées a sa gauche dans 
la suite taxique. Nous considérerons, parmi les dérivées restantes, la plus 
éloignée (vers la gauche) de celles qui figurent efiFectivement dans S', 
nous résoudrons par rapport a elle Tune des équations de S' oii elle 
figure, et nous en porterons la valeur dans les équations restantes, ce 
qui nous donnera, outre les deux formules successives de resolution, un 
troisiéme systeme contenant deux équations de moins que le proposé. 
Et ainsi de suite. En d'autre8 terines, nous déduirons des équations 
données, par resolutions successives, des formules dont les premiers membres 
se trouvent rangés suivant Tordre taxique, et, en poursuivant ce calcul 
jusqu'a ce que les équations non encore résolues ne contiennent plus 
aucune dérivée, nous tomberons sur un systeme composé de deux groupes, 
Tun dififérentiel, Tautre fini. Si le groupe fini, résolu par rapport aux 
fonctions inconnues successives, ne nous conduit pas a une relation non 
identique entré les seules variables indépendantes, auquel cas le systeme 
proposé serait impossible, il nous permettra d'exprimer certaines des fonc- 
tions inconnues a Taide des autres et des variables indépendantes, et par 
suite aussi les dérivées des premiéres en fonctions composées diflférentielles 
des secondes. Le groupe dififérentiel pourra alors étre transformé en un 
systeme d'ordre au plus egal a 5, et qui sera de méme nature que 5, 
avec cette dififérence que le nombre des fonctions inconnues s'y trouvera 
diminué, ainsi que le nombre des équations. Sur ce systeme on operera 
comme sur le proposé, et ainsi de suite. Finalement, et sauf la rencontre 
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d'une relation non identique entré les seules variables indépendantes, le 
systerae proposé se trouvera remplacé par un groupe diflFérentiel exclusive- 
ment composé de relations normales, et par quelques groupes finis. Si, 
dans chaeun de ces derniers, on tient compte de ceux qui ont été obtenus 
apres lui, on voit que leur ensemble exprime quelques-unes des fonctions 
inconnues a Taide des variables indépendantes et des fonctions inconnues 
restantes. Celles-ci sont seules impliquées dans le groupe diflFérentiel, que 
Ton peut, en vertu de lalinéa I, remplacer par un systéme taxique ®, 
composé d'un nombre egal dequations ayant respectivement les mémes 
premiers membres. 

Si le systéme ® n'est point passif, on considérera, parmi les con- 
ditions de passivité, celles qui ne se réduisent pas ä des idenfités, et Ton 
observera qu'elles constituent autant de relations auxquelles les intégralés 
du proposé doivent nécessairement satisfaire. De ces relations on déduira 
alors, par resolutions succcssives, des formliles dont les premiers membres 
se trouvent rangés suivant Tordre taxique; si, une fois ces formuleg ob- 
tenues, les conditions de passivité ne fournissent en outre aucune rela- 
tion finie, on adjoindra au systéme 81 les fonnules dont il vient d'étre 
question, et Ton substituera au systéme total ainsi formé, ou les équations 
sont toutes normales, un systéme taxique ©', composé d'un nombre egal 
d'équations ayant respectivement les mémes premiers membres (I). Si le 
systéme ®' n'est pas passif, on le traitera comme le systéme S, et, sauf 
la rencontre d'un systéme passif, on continuera ainsi tant que les systémes 
® , ®', ... successivement obtenus ne fourniront, par la resolution de leurs 
conditions de passivité, aucune relation finie. Si, ä un moment donné, 
on tombe sur un systéme non passif ou cette circonstance cesse d'étre 
réalisée, on considérera le groupe diflFérentiel et le groupe fini déduits 
des conditions de passivité; du groupe fini, supposé possible, on tirera un 
certain nombre des fonctions inconnues exprimées ä Taide des variables 
indépendantes et des autres fonctions inconnues, et le systéme dont il 
s'agit, préalablement augmcnté du groupe diflFérentiel, pourra, grace aux 
formules résultantes, étre transformé en un systéme de méme nature que 
Sy mais impliquant moins de fonctions inconnues encore que n'en im- 
pliquait le systéme @[. 

Sur le systéme résultant, on recommencera a nouveau toutes les 
operations successives précédemment exécutées sur 8^ et ainsi de suite. 
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Or il est facile de voir que l'application d'un pareil mécanisme conduit 
forcéinent soit ä une impossibilité, soit a un systéme passif, soit a Téli- 
mi nation compléte des dérivées. Effectivement, dans l'hypothése contraire, 
elle ne pourrait manquer de conduire a un systéme taxique non passif 
qui, traité comme Ta été tout-ä-Fheure le systéme ®, engendrerait, sans 
réduction ultérieure du nonibre des fonctions inconnues, une suite Ulimitée 
de systémes également taxiques et non passifs. En comparant entré eux 
deux systémes consécutifs de cette derniére suite, on trouverait dans le 
second deux groupea: Tun composé d^équations en nombre egal a celles 
du premier systéme et ayant respectivement les mémes premiers membres; 
Tautre résolu par rapport ä des dérivées paramétriques du premier. En 
vertu de Talinéa II, toutes les dérivées des fonctions inconnues finiraient 
donc par devenir principales, et les conditions de passivité ne fourniraient 
plus alors que des relations finies; on serait donc conduit, contrairement 
a ce qui précéde, soit a une impossibilité, soit a une réduction du nombre 
des fonctions inconnues. 

25. Ainsi donc, étant donné un systéme différentiel dont les seconds 
membres sont nuls et les premiers développables dans quelqtie domaine: 

Ou bien ce systéme n^admet aucune solution; 

Ou bien U équivaut å guelque systéme fini que Von en peut déduire^ 
sans changement de variables^ par de simples resolutions d^équationsy combinées 
avec des différentiations; 

Ou bien enfin son integration se raméne de la méme maniére å celle de 
quelque systéme orthonome passif. 

26. La réduction des systémes dififérentiels quelconques aux systémes 
orthonomes passifs peut encore sopérer ä Taide d'une méthode un peu 
dififérente, fondée sur le théoréme suivant: 

Etant donné un systéme différentiel S dont les seconds membres sont 
nuls et ys premiers développables dans quelque domaine^ on peut, . dans les 
circonstances généraleSj et sauf la rencontre d^une relation non identique entré 
les seules variables ic , y , . . . , en déduire sans changetnent de variables ni 
integration un second systéme admettant les mémes intégrcdeSj et formé de 
deux groupes d'équations S^ , S^ qui jouissent de la double propriété ci-aprés 
énoncée: i® Vune des fonctions inconnues^ u, du systéme proposé ne se trouve 
plus impliquée dans le groupe S^; 2° en substUuant aux inconnues restantes^ 
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t; , . . . , des intégrales quélconques du groupe S^, on tr ans form e le groupe S^y 
soit en une formule unique exprimant directement la fonction u å Vaide des 
variables :/; , y , . . . , soit en un systéme orthonome passif ä la seule fonction 
inconnue u. ^ 

Nous ne traiterons provisoirement comine inconnue qu'une seule des 
fonctions u y v , . , , , la fonction u par exemple, nous adopterons pour les 
variables indépendantes un ordre déterminé, et nous attribuerons des cotes 
a u f X , y f . . . , conformément aux indications données dans Texemple II 
du n** 2 1. Formant alors, avec les dérivées de t^, la suite taxique, ä 
laquelle nous adjoindrons, sur sa droite, la fonction u elle méme, nous 
chercherons quel est, dans cette suite, le ternie le plus éloigné (vers la 
gauche) qui figure effectivement dans les équations du systéme, nous ré- 
soudrons par rapport au terme dont il s'agit Tune des équations oii il 
figure, et nous en porterons la valeur dans les équations restantes: nous 
aurons ainsi, outre la formule de resolution, un nouveau systéme S% 
contenant une équation de moins que le proposé, et dans lequel ne figure 
plus la dérivée éliminée, ni aucune des dérivées situées a sa gauche, 
Parmi les dérivées restantes, nous considérerons la plus éloignée (vers la 
gauche) de celles qui figurent efFectivement dans S'y nous résoudrons par 
rapport a elle Tune des équations de S' ou elle figure, et nous en porterons 
la valeur dans les équations restantes, ce qui nous donnera, outre les deux 
formules successives de resolution, un troisiéme systéme contenant deux 
équations de moins que le proposé. Et ainsi de suite. En poursuivant 
ce calcul jusqu'a ce que les équations non encore résolues ne contiennent 
plus la fonction u ni aucune de ses dérivées, nous tomberons sur un 
systéme composé de deux groupes, savoir: i** les formules de resolution 
% successivement obtenues; 2° les équations non encore résolues |3. Si 
parmi ces derniéres figure quelque relation non identique entré les seules 
variables o: ,«/,... , le systéme proposé est impossible. Si parmi les pre- 
miéres figure une relation Q résolue par rapport ä w, elle ne contient 
dans son second membre ni u ni aucune de ses dérivées, et la fonction 
u se trouve ainsi exprimée ä Taide des variables indépendantes ir,y,..., 
des fonctions restantes v,... et de leurs dérivées; les diverses dérivées de 
u peuvent donc, elles aussi, s'exprimer de la méme maniérc, et en portant 

' Voir les Aonalos de TEcole Normale, juio 1893, p. 178, 179 et 180. 
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leurs valeurs, avec celle de u, dans les formules de resolution précédentes, 
nous obtiendrons certaines relations ® ne contenant plus la fonction u ni 
aucune de ses dérivées: le groupe Ä, se composera alors de la relation 
unique ö, et le groupe S^ des relations P,(5. 

Si aucun de ces cas ne se présente, on pourra, en vertu d'une pro- 
position démontrée plus haut (24, I), remplacer le systéme % par un 
systéme taxique ®, composé d'un nombre egal d'équations ayant respec- 
tivement les mémes premiers membres. On observera alors que les con- 
ditions de passivité du systéme ® constituent autant de relations aux- 
quelles les intégrales du proposé doivent nécessairement satisfaire. On 
traitera ces relations comme on a traité le systéme proposé Sy et Ton en 
déduira de méme: 1° un premier groupe %' d'équations, obtenues par 
resolutions successives, ayant pour premiers . membres certaines dérivées 
de u et éventuellement cette fonction méme; 2^ un deuxiéme groupe P' 
de relations ne contenant plus la fonction u ni aucune de ses dérivées. 
Si parmi les derniéres P' figure quelque relation non identique entré les 
seules variables rr , y , . . . , le systéme proposé est impossiblc. Si dans le 
groupe %' figure une relation ö' résolue par rapport a w, la fonction u 
et ses dérivées peuvent sexprimer a Taide des variables indépendantes 
rr,y,.,., des fonctions restantes t;,... et de leurs dérivées, et en portant 
les valeurs ainsi obtenues dans les relations précédentes du groupe %' et 
dans celles du groupe ®, on obtiendra certaines relations (5' ne contenant 
plus la fonction inconnue u ni aucune de ses dérivées: le groupe 5, se 
composera alors de la relation unique ö', et le groupe S^ des relations 
P , P' , (5'. Si le groupe %' n'existe pas, le groupe S^ se compose des 
relations ®, et le groupe S^ des relations P , P'. 

Si aucun de ces cas ne se présente, on pourra déduire du systéme 
(® , %') un systéme taxique ®', composé d'un nombre egal d^équations 
ayant respectivement les mémes premiers membres. Sur le systéme ®' 
on operera comme sur ®, et ainsi de suite. 

Or,' un pareil mécanisme ne peut manquer de conduire finalement 
soit a une impossibilité, soit a une équation résolue par rapport a u, 
soit a des conditions de passivité indépendantes de u et de ses dérivées. 
Gar, dans le cas contraire, il conduirait a une suite illimitée de systémes 
taxiques possédant la propriété ^uivante: chacun des systémes dont il 
slagit comprendrait un premier groupe d^équations en nombre egal a 
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celles du systéme précédent et ayant respectivement les mémes premiers 
membres, puis un deuxiéme groupe d'équation8 résolues par rapport ä des 
dérivées paramétriques du précédent. Il résulte de cette circonstance que 
toutes les dérivées de u finiraient par devenir principales (24, II), et a 
partir de ce moment les conditions de passivité demeureraient finies par 
rapport a «, ce qui est évidemment incompatible avec notre hypothése, 

27. Au systéme S, on pourra appliquer la proposition du numéro 
précédent, et continuer ainsi jusqu'a épuisement des fonctions inconnues. 
Des lors: 

Etant donné un systéme dififérentiel dont les seconds membres sont 
nuls et les premiers développables dans quelgue domaine, on peut, dans 
les circonstances générales, et sauf ia rencontre de relations non identiques 
entré les seules variables indépendantes, en déduire, sans changement de 
variables ni integration, un second systéme admettant les mémes inté- 
grales, et formé de groupes successifs d'équations 

GG G 

qui jouissent des propriétés suivantes: 

i"" Ces groupes sont en nombre egal ä celui des inconnues 

2° Dans le groupe G> (A; = i , 2 , . . . , r) se trouvent engagées les seules 
inconnues 

i"" Si le groupe G^ n'est pas entiérement dépourvu d'équations, la 
substitution ä 

^*+l > • • • > ^r 

d'intégrales quelconques du systéme 

^A+l } • ' • 9 ^r 

transforme G^, soit en une formule exprimant Tinconnue u^ ä Taide des 
variables indépendantes, soit en un systéme orthonome passif a la seule 
inconnue %. 

L'intégration du systéme proposé se raméne ainsi ä Tintégration 
successive de divers systémes orthonomes passifs nMmpliquant chacun 

Aeta mcUhåtnatica. 23. Imprimé le 17 noTembre 1899. 88 
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qu'une seule fonction inconnue, et la seule connaissance des premiers 
membres de 

permet de fixer avec une entiére precision réconomie des conditions ini- 
tiales dont la donnée détermine entiérement un groupe d^intégrales du 
systeme proposé. 

27 bis. Plus généralement: 

Etant donné un systénie différentiel S, dont les seconds membres sont 
nuls et les premiers dévéloppables dans quelqtie domainey on peutj dans les 
circonstances généraleSj et sauf la rencontre de relations non identiques entré 
les seules variahles indépendantes, en déduire^ sans changement de variahles 
ni integration, un second systeme admettant les mémes intégraleSy *et formé 
des groupes successifs d'équations 

auxquels carrespondent les groupes successifs dHnconnues 

^1 > ^2 > • • • > ^9 
de la fafon suivante: 

1° L' ensemble de ces derniers reproduit une fois et une seule chacune 
des inconnues du systeme proposé S. 

2° Dans le groupe S^ {k — i , 2 ^...^q) se trouvent engagées les seules 
inconnues 

3° Si le groupe 5^ n^est pas entiérement dépourvu d'équationSj la sub- 
stitution aux inconnues 

^k^\ 9 • • • J ^q 

dHntégrales quelconques du systeme 

^i+l 9 ' ' ' 9 ^q 

träns forme Sj^y soit en un groupe de farmules exprimant les inconnues s^ ä 
Vaide des variahles indépendanteSy soit en un systeme ortlwnome passif aux 
seules inconnues s^. 
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LHntégration du systéme proposé S se raméne ainsi å Vintégration suc- 

cessive de divers systémes orthonomes passifs, et la seide connaissance des 

premiers membres de 

Sj , Ä, , . . . , S'^ 

permet de fixer avec une entiere precision Véconomie des conditions initiales 
dont la donnée détermine entiérement un groupe d'intégrales du systéme 8. 



CINQUIÉME PARTIE. 



Propositions diverses sur les systémes non orthonomes. 

28. Nous nous proposons, dans le present chapitre, d'examiner 
certaines formes dififérentielles non orthonomes, et d'établir, pour des 
données initiales convenablement choisies, Texistence de leurs intégrales. 

Une fonction f[x ,«/,...) de variables en nombre quelconque sera 
dite quasi-exponentielley si, en désignant par M^ , a des constantes positives 
convenablement choisies, et par ^0 > ^o > • • • ^^^ valeurs particuliéres con- 
venablement choisies de rr , y , . • . , elle admet pour majorante (22, I), re- 
lativement aux valeurs a;^ , y^ , . . . , la fonction 

D'aprés cette definition, une fonction quasi-exponentielle est dévelop- 
pable a l'aide d'une serie entiere indéfiniment convergente. En outre, 
comme nous allons maintenant le prouver, elle jouit, en tout point ana- 
lytique (ajj , y^ , . . .), d'une propriété serablable a celle que la definition 
précédente lui assigne en (a;^ , y© > • • •)• EfFectiveraent, si Ton développe, 
a partir de rr^, , y^ , . . . , les deux quantités 

fi^i » ^1 . • • •) » ^■(^i » yi > • • •)' 

il résulte de la definition des majorantes que chaque terme du premier 
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développemént a un module inférieur a celui du terme correspondant du 
second; ä plus forte raison le module du premier développemént est-il 
moindre que la somme des modules des termes du second; or, le second 
ayant tous ses coefificients positifs, il est clair quen désignant par f ^ , ly^ , . . . 
les modules respectifs des différences a?j — ^o > ^i — ^o > • • • > ^^ somme 
des modules de ses termes est 

on aura donc 

mod f{x^ j ^1 > . . .) < illf^e*^^»+''»+- -^ 

Un raisonnement semblable, appliqué aux fonctions 

dont la premiére a pour majorante la seconde, conduira ä Tinégalité 

mod /"ifjf.W^C^?! , ^1 , . . .) < ilf^a''"*"*+-c*^^»+''»+-\ 
. En posant Jlf^e*'(^»+''»+ -^ = M^, il vient finalement 

mod /•(rTj , y^ , . . .) < M^, 

t 

ce qui revient a dire que, relativement aux valeurs a?j , y^ , . • . , la fonc- 
tion f{x j y y . . .) a pour majorante 

jyf ^[(*— «,)+(y— yi)+...]^ 

Les fonctions quasi-exponentielles donnent encore lieu aux remarques 
sui vantes: 

L Toutes les dérivées cTune fonction quasi-exponentielle f{x , y , . . .) 
sont elles-mémes quasi-exponentielles. 



Posons en efifet 



/i:y?r-Xa?,y,...) = F(^,y, ..•) 
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et 

La fonction f{x , y , . . .) étant quasi-exponentielle, il résulte de la de- 
finition que Ton a, pour toutes valeurs positives ou nuUes des entiers 

mod ri:t;i''^'-\x, , yo . • • •) < ilf,a<'>'-^^>+(^'+^)+- 
ou 

niod j^i^^f::-)(x, , yo , . . .) < M',^^'-^-. 

La fonction ^(a; , y , . . .) a done pour majorante, relativement aux valeurs 

•^0 ' y© > • • • > 

JU"' ga[(«-xa)+(y-y.)+...]^ 

IL Si Von effectue sur une fonction quasi-exponentielle un nombre queU 
conque de quadratures simpleSj en ayant soin que le resultat de chacune 
delles se réduisey pour une valeur particuliére donnée de la variable qu^elle 
intéresse, ä une fonction quasi-exponentielle des variables restantes, le resultat 
final de Vopération est lui-méme une fonctimi quasi-exponentielle. 

On peut évidemment se borner au oas d'une seule quadrature, re- 
lative, par exeinple, ä la variable x. Cela étant, supposons que le re- 
sultat d'une pareille quadrature, exécutée sur la fonction quasi-exponen- 
tielle /'(x , y , % . .), doive se réduire, pour x = x^, ä la fonction quasi- 
exponentielle ö>(y,...), et soient y^ , • • • des valeurs particuliéres quel- 
conques de y , . . . , 

^ ^.*.- 1 , 2 , , ,p I. 2. ..g 



< • • 



Pt9, 



^^ ^' • I . 2 . . . O 
q,... i 

les développements respectifs de f{x,y,...)y a)(tfy...) a partir de x^, 
y^y L'intégrale, développée ä partir des mémes valeurs, a évidem- 
ment pour expression 

\ >:f> ; ^^ ^'-1.2... g ' J^ ''•''•• i . 2 . . . «(p + i) i . 2 . . . g 

D'un autre cöté, si Ton désigne par -3f ^, , a , iV^ , ^ quatre constantes po- 
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sitives convenablement choisies, on a, puisque f{x , y , . . .) et cw (y , . . .) 
sont quasi-exponentielles, 

mod a,,,,... < My^'-^- , mod *,,... < N^p'^-, 
ou 

mod a^, <^ a(p+i)+7+... mod b, < KS''^-; 

on en tire a plus forte raison, en désignant par P^ la plus grande des 

M 
quantités —^,N^y et par j' la plus grande des quantités a,/9, 

mod a,,,,... < P^^p+04-,+... ^ mod 6,,... < P,;^+ •, 
c'e8t ä dire 

mod Fi^^l]i^-''^{x, , yo , . . .) < P,;^'^+^)+^+-, 
mod nV;.::>(a;, , yo , • . .) < Pof^'"- 

La fonction i^(a; , y , . . .) est donc elle-méme quasi-exponentielle, ce que 
nous voulions établir. 

III. Toute fonction composée ä Vaide d'une composante entiére et de 
fonctions simples quasi-exponentielles est elle-méme quasi-exponentielle. ^ 

Il suffit évidemment d'établir cette propriété pour une somme et un 
produit de deux fonctions quasi-exponentielles. 

Or, si les fonctions f{x , y , • . .), f> (o? , y , . . .) sont toutes deux quasi- 
exponentielles, on a, en désignant par iHf^ , a , iVj, , y? quatre constantes 
positives convenablement choisies, et pour toutes valeurs positives ou nulles 
des entiers i> ,?,... , 

mod fiy,:::'\x, ,y,,...)< My^'^-, 

mod f>i':;,:::'\x, , yo , . . .) < N^^^'^-. 

En désignant par P^ la plus grande des deux quantités M^ j N^y et par 
j' la plus grande des deux quantités a , ^, on aura ä plus forte raison 

^ Yoir la note de la page 264. 
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mod fiy:,:r\x, ,y,,...)< Pof^'""-. 
mod ^i%':,::\x, , y, , . . .) < Pof^'""-. 

d'ou Ton déduit, par addition membre ä membre, 

mod fi%'-\x, , y, ,...) + mod f>i%'/,::'\^, , ^o ' • • •) < ^Pof^''"'^ 
et a plus forte raison 

mod [fi^^^-^x, , yo , • • •) + 9^iy:.::'\^o , yo .•••)] < 2P,f^^^-. 

La somme des deux fonctions données est donc quasi-exponentielle. 
Si ron considére maintenant le produit 

0{x y y ,...)= f{x j y ,,..). ip{x , y ,.. ), 

et qu'on le diflFérentie p fois par rapport h. x^ q fois par rapport a y, 
etc, sans effectuer jainais la réduction des ternies semblables, on a finale- 
ment une somme composée de 2^"*"*"'"" termes; chacun de ces termes est 
d*ailleurs un produit de deux dérivées appartenant respectivement ä /^et 
ä fP , et dont les ordres totaux respectifs ont pour somme !> + ?+•••• 
On a donc, en donnant a P^ et ^ la méme signification que ci-dessus, 

mod öfc>K . yo ' • • •) < 2^+*+-PJ7'P+*+ •", 
ou 

mod Gi^ir..v^(^o . yo . • • •) < Pl{2ry^'^"'. 

Le produit G{x , y , . . .) est donc quasi-exponentiel. 

29. Si dans un systéme orth&ique passify linéaire par rapport ä r en- 
semble des inconnues et de leurs dérivées^ les termes indépendants de ces 
qiiantités sont tous quasi-exponentielSf et que les autres coefficients se ré- 
duisent tous å des constantes; si, de pluSy les fonctions^ en nombre finiy dont 
la donnée détermine enttérement un groupe dHntégrales hypothétiques du sy- 
stémej sont toutes quasi-exponentieUes : les intégrales dont il sagit existent 
effectivement et sont elles-ménies quasi-exponentielles. 

L Nous observerons tout d'abord qu'en vertu des n°" 2, 3, 4, et 
des remarques faites au numéro précédent 28, les déterminations initiales 
des intégrales hypothétiques sont toutes quasi-exponentielles. 
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Cela étant, soient w ,«;,.. . les fonctions inconnues du systérae pro- 
posé, que nous désignerons par (S); /„ , J^ , . . . leurs déterniinations ini- 
tiales respectives; U , ti , . . . de nouvelles fonctions inconnues. Si, comme 
ä Talinéa VI du n° 22, on effectue la transformation 

f w = J« + tt 

9 



en attribuant a tt , O , . . . les méraes cotes respectives qu'ä w , 1; , . . . , on 
voit immédiatement: 1° que le systéme (S) ainsi obtenu est ortholque 
comme le proposé, et que, sauf le changement de w , 1; , . . . en u , O , • • • , 
les dérivées des fonctions inconnues s'y répartissent de la mérae maniére 
en principales et paramétriques; 2® que le systéme (S) est, comme le 
proposé, linéaire par rapport ä Tensemble des inconnues et de leurs dé- 
rivées, que les termes indépendants de ces quantités y sont tous quasi- 
exponentiels, et les autres coefficients tous constants; 3® enfin, que si 
Ton impose d'une part aux intégrales hypothétiques de (8) les détermi- 
nations initiales /„ , J^ , ..., d'autre part a celles de (S) des déterminations 
initiales identiquement nuUes, les relations primitives, numériquement 
concordantes dans le premier cas, le seront aussi dans le second, et four- 
niront, pour les dérivées principales semblables des inconnues corres- 
pondantes, les mémes valeurs initiales. En conséquence, tout revient å 
prouver: 1° Za convergence des développements des intégrales hypothétiqties quiy 
dans le systéme (S), répondent å des déterminations initiales identique^nent 
nvlles; 2° la nature quasi-exponentielle de ces intégrales. 

II. Siy dans les seconds meinbres ds (S), on renvplace les termes in- 
dépendants par certaines majorantes relatives aux valeurs initiales x^^y^j ... 
des variables o; , y , . . . , puis tous les autres coefficients [non nuls) par 
certaines constantes positives respectivement supérieures å leurs moduleSj le 
systéme résultant {{%)) admet un groupe d'intégrales qui s^annulent toutes en 
Xq j y^ y . . . y tandis que leurs dérivées de tous ordres y prennent des valeurs 
initiales essentiéllement positives. 

Les termes indépendants qui figqrent dans les seconds membre^ dé? 
(S) étant tous quasi-expouentiels, on peut assigner deux constantes po-. 
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flitives. Hy 7-, telles^ que leg termes indépendants dont il slagit admettent 
tous pour majorante, relativement aux valeurs a;^ , y^, , . . . , la fonction 

Je désigne en outre par fx une constante positive quelconque, qui sera 
fixée ultérieurement. 

Cela étant, je considére une équation quelconque (g) du systéme (5), 
j'appelle n Tordre du premier merabre, r Tordre du second, et je pose 

(65) M = f — M^~ M^r — ^^f — ... — M^fx 

dans la formule (65), M^ , M^ , M^ , . . . , M^ désignent autant de con- 
stantes positives ou nuUes; la constante M^ sera choisie positive ou nuUe, 
suivant que Téquation {%) contiendra ou non dans son second membre 
quelqu une des fonctions inconnues tt , O , . . . du systéme (5); méme 
alternative pour la constante M^, suivant que Véquation (g) contiendra 
ou non dans son second membre quelque dérivée premiére de U ^ O ^ . • . ; 
pour la constante M^j suivant que 1'équation (g) contiendra ou non dans 
son second membre quelque dérivée seconde de U ^ O 9 • • . ; et ainsi de 
suite jusqu'ä JI!f^; enfin, celles des constantes M^ , M^ , itf, , . . . , M^ qui 
ne sont pas nuUes seront choisies suffisamment petites pour que la valeur 
de M définie par la formule (65) soit positive. Désignant alors par w 
une fonction inconnue de la variable indépendante <, je considére Téqua- 
tion différentielle 

(66) —=M^ti + M/i^ + M^w + Jlf^ — + ...+ ilf^_ , 

et je remarque qu'en vertu de la relation (65) elle admet Tintégrale 

W{t) = ,x{f—i), 

qui s'annule pour / = o, tandis que ses dérivées de tous ordres y pren- 
nent des valeurs initiales essentiellement positives. Cette équation (66) 
peut d'ailleurs s'écrire sous une forme un peu différente, comme il suit: 
je laisse intacts le premier membre et les deux premiers termes du second 
membre; si M^ n'est pas nul, j*appelle q^ le nombre des termes qui, dans 
le second membre de (0), contiennent quelqu une des fonctions inconnues 

Åcta nuUhématica, 23. Impriiné le 20 norembre 1899. 39 



\ 



306 Ch. Riquier. 

It , O 9 ... 9 et je remplace, dans le second membre de (66), le terme M^w 

M 

par une somme de q^ termes égaux chacun a — -w\ si M^ n'est pas nul, 

j'appelle q^ le nombre des termes qui, dans le second membre de (8), 
contiennent quelque dérivée premiére de u , Q ^ . . . 9 et je remplace, dans 

le second membre de (66), le terme M^ — par une somme de 5, termes 

égaux chacun ä — ^ — ; et ainsi de suite jusqu'au dernier terme M^—-. 

q^ et vt 

De cette maniére, je fais correspondre a Téquation (g) du systéme (5) 
une certaine éq nation dififérentielle 

(66 bis), 

éerite d'une certaine maniére, et impliquant la fonction inconnue w de la 
variable indépendante t; au terme indépendant qui figure dans le second 
membre de (j) correspond, dans Téquation (66 bis), M^/x + Mfie?^; ä tout 
autre terme (supposé efifectif) du second membre de {%) correspond le 
produit d'une constante positive par Vune ou Tautre des quantités Wy 

— , —^ , . . . , suivant que le terme considéré de (j) est d'ordre o, 1,2,.... 

Cela pose, aux variables indépendantes et aux fonctions inconnues 

du systéme ortholque (5), faisons correspondre autant de constantes po- 
sitives 

que nous nommerons, pour abréger, leurs poids respectifs; considérant 
ensuite Tune quelconque des dérivées des inconnues, appelons poids de 
cette dérivée le quotient obtenu en divisant le poids de la fonction a 
laquelle elle appartient par ceux de toutes les variables de dififérentiation, 
distinctes ou non. Dans Téquation (66 bis), nous remplacerons le terme 
indépendant M^/i + M/ie^^ par 

considérant ensuite le premier membre de (66 bis) ou tout autre terme 
du second membre, nous le comparerons au terme correspondant de Téqua- 
tion (g), nous remplacerons la dérivée de w (d'ordre positif ou nul) qui 
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figure dans le terme considéré de (66 bis) par la dérivée de u , O , . . . 
(d'ordre egal) qui figure dans le terme correspondant de (j), et, cette 
substitution une fois faite, nous multiplierons la dérivée en question par 
son poids; enfin, nous réduirons ä Tunité le coefficient du premier membre. 
On voit immédiatement que Téquation résultante (b) est identiquement 
vérifiée pour 



(67) 



^ = ^ ^'[f (^ — ^0) + 7(y — ^o) + ...]» 



A chaque équation du systéme (5) on fera correspondre de méme une 
équation telle que ((5)), et Ton tombera ainsi sur un systéme ((5)), iden- 
tiquement vérifié par la substitution a U , O , . . . des seconds membres 
des formules (67), c*est a dire de fonctions qui s'annulent pour 

^ — ^0 = y — ^0 = • • • = o, 

tandis que leurs dérivées de tous ordres prennent des valeurs initiales 
essentiellement positives. 

Dans ce qui suit, je nommerai 

P une constante positive supérieure au plus grand module que 
puissent atteindre, dans le systéme (5), les coefficients (constants) des 
termes non indépendants des seconds membres; 

Ä, , Ä3 , . . . , Äp les plus petites valeurs que puissent respectivement 
atteindre les cotes seconde, troisiéme, . . . , p**™* des diverses variables in- 
dépendantes; 

U yJzi * ' ' iJp lös plus petites valeurs et J^ , J3 , . . . , J^ les plus 
grandes valeurs que puissent respectivement atteindre celles des fonctions 
U , O 1 . . . et de leurs diverses dérivées figurant efifectivement dans le 
systéme (5); 

e la plus petite valeur que puissent atteindre, dans Téquation dififé- 
rentielle (66 bis) et autres analogues, les coeflficients (constants) des termes 
non indépendants que contiennent effectivement leurs seconds membres. 

Désignant en outre par 
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p constantes positives dont les valeurs vont étre fixées dans un instant, 
nous prendrons: i® pour chacune des quantités f ,07, . .. un produit de 
puissances de 0^ , 0^ j . . . ^ 0p d^exposants respectivement égaux aux cotes 
premiére, seconde, . . . , jp**™* de la variable correspondante; 2® pour chacune 
des quantités !> , ^ , . . . le quotient de i par des puissances de tf^ , ^^ , . . . , ^^ 
d'exposants respectivement égaux aux cotes premiére, seconde, . . . , p^^^ 
de la fonction inconnue correspondante. Le poids d'une dérivée quel- 
conque (y compris Tordre zéro) aura alors pour valeur le quotient de i 
par des puissances de 0^ y d^ j . . . j Op d'exposants respectivement égaux 
aux cotes premiére, seconde, . . . , y*°*® de la dérivée considérée. 

Cela étant, nous déterminerons successivement 0^ , dp_^ , • • . > ^2 > ^1 a 
Taide des relations 

Op> I, 



0^ > I, 



e 






{ *1 > ^ 






p 



ff-fp-Jp 



Dans ces conditions, tout coefficient non indépendant pris dans les seconds 
membres du systéme (5) a, comme nous allons le faire voir, un module 
inférieur au coefficient correspondant (positif) du systéme ((5)). 

Considérons en effet deux équations correspondantes, (9) et ((9)), des 
deux systémes, et une dérivée (d*ordre positif ou nul) figurant eflFectivement 
dans le second membre de (9). En vertu de la definition des systémes or- 
tholques, cette dérivée (d'ordre positif ou nul) posséde: soit une cote premiére 
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inférieure a celle du premier membre; soit une cote premiére égale a celle 
du premier membre, avec une cote seconde inférieure; ...; soit des cotes 
premiére, seconde, . . . , {p — 2)**°*® respectivement égales a celles du pre- 
mier membre, avec une cote {p — i)*^' inférieure; soit enfin des cotes 
premiére, seconde, . . . , {p — i)*^"® respectivement égales a celles du pre- 
mier membre, avec une cote p*^™* inférieure. Comme les quantités ^j, 
O^y . . . j 0p sont toutes plus grandes que i , le coefficient de la dérivée 
considérée dans le second membre de Téquation (s) posséde, suivant le 
cas, une valeur supérieure a Tuue ou a Tautre des quantités 






il est donc forcément supérieur ä P, et par suite au module du coeffi- 
cient correspondant du second membre de Téquation {%), 

Les quantités ^ ^ tj j . . . sont en outre toutes supérieures a i : car, 
la cote premiére de toute variable étant positive et au moins égale a i, 
chacune des quantités dont il s'agit est au moins égale ä 

par suite supérieure a i . 

Si, apres avoir ainsi fixé ^,,^21..-,^^, on désigne par a> le poids 
maximum des premiers membres de ((Ä)), par A la plus petite des con- 
stantes M définies par la relation (65) et autres analogues, et que Ton 

prenne /i > -y- , le coefficient de 

dans Tun quelconque des termes indépendants des seconds membres de 
((5)), ayant une valeur au moins égale a — , sera par suite supérieur a 
U'y donc le terme indépendant considéré, dans lequel figure, outre Tex- 
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ponentielle dont je viens de parler, une constante additive supérieure a 
zéro, est une niajorante pour 

a plus forte raison, puisque les quantités f,^;,... sont toutes supérieures 
ä I, sera-t-il une majorante pour 

a plus forte raison enfin pour le terme indépendant qui lui correspond 
dans le systéme (5). 

En resumé donc, si Ton considéré dans les seconds membres de (5) 
un terme indépendant quelconque, ce dernier a pour majorante le terme 
indépendant qui lui correspond dans le systéme (2))', les autres coeffi- 
cients (constants et non nuls) des seconds membres de (5) se trouvent 
remplacés dans ((5)) par certaines constantes positives respectivement supé- 
rieures a leurs modules; enfin le systéme (S)) admet un groupe d'inté- 
grales qui 8'annulent en a?o ' ^o > • • • > tandis que leurs dérivées de tous 
ordres y prennent des valeurs initiales positives. 

III. Les intégrcUes hypothétiques de (5) ?wt, pour 

^ — ^0 = y — yo = • • • = o, 

ont des déterminations initiales identiquement nulles, ont des développements 
nécessairement convergents et sont quasi-exponentielles, ce qui achéve la de- 
monstration. 

La convergence se prouve par un raisonnement tout semblable a 
celui de Talinéa IX du n® 22, en établissant que les développements des 
fonctions (67) sont majorants pour ceux des intégrales hypothétiques de 
(5) qui répondent a des déterminations iqitiales identiquement nuUes. 

D*ailleurs, en désignant par h la plus petite des quantités !;, ^ ,... , 
et par A la plus grande des quantités ^ , 57 , . . . , toute dérivée partielle 
d'ordre n des fonctions (67) a une valeur initiale dont le module tombe 

au dessous de ^{AjY'^ les fonctions (67) ont donc pour majorante commune 

fi gM*— *o)-H(y— yo)+—]. 



h 
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å plus forte raison les intégrales de (5) dont nous venons de démontrer 
Texistence admettent-elles pour majorante commune cette méme fonction. 
IV. L'énoiicé formule au debut du present numéro 29 cesserait 
d'étre exact, si Ton substituait aux fonctions quasi-exponentielles, que 
j'y considére, certaines fonctions exprimables par un développement entier 
indéfiniment convergent: nous avons effectivement constaté, ä Talinéa I 
du n*^ 20, que si Ton assujettit une intégrale hypothétique de Téquation 

— = — -i ä se réduire, pour rr = o, ä une certaine serie entiére en y in- 
définiment convergente, le développement, construit a prioriy de Tintégrale 
est divergent 

30. Considérons un systéme différentiel ou se trouvent réalisées ä 
la fois les diverses conditions énoncées ci-aprés: 

I® Le systéme est résolu par rapport a certaines dérivées, dont Ven- 
semble, comparé ä celui des dérivées figurant dans les seconds membres, 
n'offre avec lui aucune variable de diflFérentiation commune (de cette 
premiére hypothése résulte, comme nous le verrons dans un instant, la 
nature ortholque du systéme). 

2° Si l'on forme un premier gpoupe (o? , y , . . .) avec les variables 
de différentiation des premiers membres, et un deuxiéme groupe {ZySj ...) 
avec toutes les variables restantes, les seconds membres, supposés linéaires 
par rapport aux inconnues et a leurs dérivées, ont de plus la forme entiére 
par rapport aux variables du groupe (x?,.9, ...); relativement ä celles-ci, 
les termes indépendants des inconnues et de leurs dérivées ont des degres 
quelconques, et le coefficient de tout autre terme un degré au plus egal 
il Tordre du terme; relativement aux variables {x ^ y , . . .), ces diverses 
fonctions sont développables dans un méme domaine. 

3*^ Les conditions de passivité du systéme sont supposées satisfaites. 

Cela éfanty et les fonctions, en nombre fini^ dont la donnée détermine 
entiérement un groupe d^intégrales hypothétiqties (prdinaires) du systéme, étant 
clioisies sous la seule restriction cPétre entieres par rapport aux variables 
(j2f , 5 , . . .), les intégrales dont il sagit existent effectivement, et ont elles- 
mémes la forme entiére par rapport aux variables {z , s ^ . . .). 

I. De la premiére des conditions supposées résulte la nature ortholque 
du systéme. 
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Effectivement, le systéme est résolu par rapport a certaines dérivées, 
qui ne fignrent, non plus que leurs propres dérivées, dans aucun des 
seconds membres. Si d'autre part on désigne par Q un entier supérieur 
a Tordre maximum des dérivées figurant dans les seconds membres, et 
que Ton attribue aux fonctions inconnues la cote zéro» aux variables 
a; , y , . . . la cote Q^ et aux variables £? , 5 , . . . la cote i , chaque premier 
membre aura une cote au moins égale ä Q, et chaque inconnue ou dé* 
rivée figurant dans les seconds membres une cote inférieure ä Q. 

IL On peut, dans la demonstration de la convergence des développe- 
ments des intégrales, se borner au gas ou les déterminations initiales sont 
toutes identiquement nulles. 

Efifectivement, les déterminations initiales sont, d^aprés Thypothése, 
forcément entiéres en z ^ s y . . , . Cela étant, si on les raméne, par la 
transformation connue (22, VI), a étre toutes identiquement nulles, le sy- 
stéme transformé est identique au proposé, a cela prés que les termes 
indépendants des inconnues et de leurs dérivées se trouvent remplacés 
par d'autres qui sont, comme eux, entiers par rapport aux variables 

III. Je considére un polynome entier de degré N en z—z^ , s—s^ , ..., 
les coefficients de ce polynome étant des fonctions de x y y , . . . dévelop- 
pables dans un domaine de a?© ' y© ' • • • > ®^ j'appelle 

r une premiére constante positive moindre que les rayons du domaine; 

M une deuxiéme supérieure a toutes celles que Ton obtient, lorsque, 
apres avoir développé ces mémes fonctions a partir de x^ytf^y . . . , on 
remplace dans ces développements les coefficients par leurs modules, et 
les dijfférences x — ^q j y — y© » • • • P^^ ^^ constante r; 



I 



a^p , a, , . . . des constantes positives au moins égales a - ; 

m un entier positif; 

0if{t) la fonction entiére i +/ + <' + •.. + /^. 

Cela étant, la fonction 

^ " ' [I — «*(«-«.) - <h{y — y.) — • • •] 



m 



est une majorante du polynome proposéy P{x , y , . . . , , 5 , . . .), relativement 
aux valeurs particuliéres x^ y y^ , . . . , z^ , s^ , 



Sar uDe qucstion fondamentale du calcul integral. 313 

Posons en effet 



m' 



d'ou Ton tire 

ä{x,y,...,g,s,...) = ¥{x,y,...).0y[{e — z^) + (s — sJ + . . .] 
et 

y+t+...+t+t+...Q ^i+t+... ^ 9*+»+"Öy 



(68) 



a«»a.v' . . . dafds^ . . . dz^dy^ . , . * a»*a«<' ... * 



Puisque P et i2 sont des polynomes de degré N en z — z^y s — 5^ , . . . , 
toute dérivée de P ou i2 a une valeur initiale nulle, des que la somme 
de ses ordres partiels relatifs a je? , 5 , . . . est supérieure ä N. On a 
d'ailleurs, pour i + ?+...> o, et en faisant suivre de Tindice zéro les 
notations des diverses fonctions a considérer et de leurs dérivées pour 
designer leurs valeurs particuliéres en i«?o > ^o > • • • > ^o > ^o > • • • » 

ä?i77.Tjo "" -^"'"^ . . . X m(w + i) . . .(m + t — i) 

X (»» + »0(*** + ' + i)---{ni + i + l — i) 

X 

et a plus forte raison 

r 3<+/+...y -j ^i . 2. ..i l .2. ..I 
cl'ou Ton tire, en désignant par -4^ ,_ le coefficient du terme en 

{g — «o)*(« — s,y . . . 

dana le polynome P, 

On a d'autre part, pour 0^^+^?+ •••<^> 

i^i^~~]^= I '^'"{k + g + ...)> I .2,.. k. 1 .2... g.... 
Des relations (68), (69) et (70) on déduit 

^0<a ma<A«ma<<aa. 28. Imprimé le 20 noTembre 1899. 40 
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c'e8t ä dire 



dz^dy^ . . . dz^dsff . . Jo ^^ tdz^dy^ . . . dz^^ds^ . . Jo * 

IV. Si Von désigne par w une fonction inconnue des deux variables 
indépendantes ^ et a^ par 6n{o) la fonction entiére i + ö'+ ö*' + •••+ ^"^ 
et par M , r ^ g^ , g^, g^y . . . j g^ des constantes positives quelconqttes, Véqua- 
tion aux dérivées partiélles 

(70 ^ = -^[ffK{^)+ffo^+ffi»i{^)j^+ffM^)^+'-+ffKOK{^ 



I 

r 

admet quelque intégrale possédant la double propriété: \^ d^étre entiére en a; 
2^ de prendre, elle et ses dérivées partiélles de fous ardreSy des valeurs initi' 
ales positives ou nulles pour $ =■ a = o. 

Pour le démontrér, je pose 
(72) w = u^ + ti^c + u^ff^ •{• ... + UKtr^, 

^0 » ^1 > ^2 ' ' - ' 9 ^K étant des fonctions inconnues de la seule variable f . 
L'équation (71) devient: 

du, du, ,aii, ^duK 

r 

M 
+ ^i7oK + ^1^ + Wjö-' + . . . + Wä'^T 

»-; 

M 

I 

r 

H ^^^(^ + ^ + 0[i . 2 . w, + 2 . S.w,^ + •• • + (^— O^äTwa:^^"'] 

I 

r 

4 i5^/r(i + ^ + <y' + . . . + ^^ . I • 2 . . . ir%, 

I — - 
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• 

et Ton voit que ses deux membres sont alors de degré K en a. En 
égalant les coefiicients des diverses puissancea de (t dans les deux membres, 
on a un systéme dififérentiel dont les premiers membres sont respectivement 

M 
chaque second membre étant le produit de ^ par une fonction linéaire 

r 
de u^yU^yU^, .n.jUj^ 8, coefficients positifs ou nuls; si donc on assujettit les 
fonctions inconnues w^ , «i , ««2 ,...,% ä prendre, pour ^ = o, des valeurs 
initiales positives ou nulles, il est ^slair que les relations primitives four- 
niront, pour leurs dérivées de tous ordres, des valeurs initiales jouissant 
de la méme propriété. De lä résulte, en vertu de la formule (72), que 
w et ses dérivées partielles de tous ordres prendront, pour ^ = ^ = o, 
des valeurs initiales positives ou nulles. 

V. Je reviens maintenant a Ténoncé general, en supposant, comme 
cela est permis (II), les déterminations initiales identiquement nulles. 

Pour rétablir, j'évalue le degré maximum, par rapport ä je? , 5 , . . . , 
des fonctions de o; , y ,...,;?, 5 ,.. . qui jouent le röle de coefficients 
dans les seconds membres; j'évalue aussi Tordre maximum des seconds 
membres, et je désigne par K le plus grand de ces deux entiers. Je 
désigne ensuite par L Tordre maximum des premiers membres du systéme 
donné (Ä); par (/^ le nombre des fonctions inconnues; par g^ celui de 
leurs dérivées premiéres relatives aux seules variables du groupe (jEf,5,.,.); 
et de méme par g^^ • - - j 9k ^^s nombres de leurs dérivées d^ordres 
respectifs 2 , . . . , if qui se rapportent aux seules variables de ce groupe. 
Soient op^, , y^ , . . . , j2f^j , 5^ , . . . les valeurs initiales choisies pour les va- 
riables. Chaque coefficient des seconds membres étant, d'aprés Thypothése, 
entier en z — z^ j s — 5^ , . . . , a lui-méme des coefficients, fonctions dé- 
veloppables de re , y , . . . , que je nommerai, pour abréger, sous-coefficients 
du systéme. Je désignerai maintenant par r une quantité positive in- 
férieure aux rayons du domaine de ^0 » ^o ' • • • ^^ '^^ divers sous-cocffi- 
cients du systéme sont supposés a la fois développables; par M' une 
quantité positive supérieure ä toutes celles qu*on obtient lorsque, apres 
avoir développé ces derniers ä partir de a;^ , t/o , . . . , on remplace, dans 
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les développements obtenus, les dififérences x — x^^y — y^ , ... par r , 
et les constantes jouant le röle de coefficients par leurs inodules; enfin, 
je désignerai par M une derniére quantité positive supérieure a la fois 
aux diverses quantités 



M',-af'-, itf' — -, ..., iif' 



I ' 1.2' ' I . 2 ... (L — i) 

Cela pose, je considére Téquation aux dérivées partielles (71), et 
j y adjoins toutes celles qui s en déduisent par i , 2 , . . . , i — 1 dififé- 
rentiations relatives ä la variable f . J*aurai ainsi un systeme 

(73) 

comprenant L équations dont les premiers membres sont respectivement 



En vertu de Talinéa IV, Téquation (71), et par suite le systeme (73), 
admettent une intégrale entiére en <7, de la forme 

ou ^0 » ^1 » ^2 ' • ' ' > ^A' désignent eertaines fonctions de ^, et cette intégrale 
posséde, ainsi que ses dérivées partielles de tous ordres, des valeurs 
initiales positives ou nulles pour f = ö* = o. Nous la désignerons, pour 
abréger, par W{^Z , a). 

Je considére maintenant une équation déterminée du systeme pro- 
posé (S), et a cette équation j'en fais correspondre une de la maniére 
suivante. Désignant par q Tordre du premier membre de Téquation 
considérée (g est Tun des entiers 1,2,..., Z/), je choisis dans le systeme 

(73) réquation qui a pour premier membre -^ , savoir 

, . a«ti; l.2...((/— l) M \ ck ( \ \ I £^ ( \^^ i 

V-r) 
dans le second membre de cette derniére, 2 désigne une somme de pro- 
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duits (en nombre limité) dont chacun peut contenir en facteurg: i® une 

T 

constante positive; 2® une puissance de -] 3® une fonction 0{(t) (aflFectée 

I — 

T 

d'un certain indice); 4® une dérivée de w intéressant au moins une fois 
la variable ^. Dans cette équation (74), je remplace le premier menibre 

-T^ par celui de Téquation considérée du systéme (5); dans le premier 

des deux termcs du second membre de (74), je remplace $ par la somme 

(ic — ajj + (j/ — yj + . . . , (T par la somme {2 — 0^) + {s — s^) + . . . , 

g^w par la somme des inconnues du systéme, g^ — par la somme de leurs 

dérivées premiéres relatives aux seules variables jEf,5,.,., ^tc, ^ip— ^ 

par la somme de leurs dérivées d'ordre K relatives aux mémes variables; 
enfin, dans le second terme 1 du second membre de (74), je remplace f et ö* 
par les sommes respectives [x — x^ + (y — ^o) + ••• ^* (-^ — ^0) + (^ — ^0) +"•> 

puis ^^^ par pr^y)[(ic — iTo) + (y — ^o) + ••., (^ — ^0) + (ä — «o) + • • .]• 

A chaque équation du systéme proposé (Ä) j'en fais correspondre 
une de la maniére que je viens de dire; j'obtiens ainsi un systéme ((5]), 
identiquement vérifié quand on y remplace toutes les fonctions inconnues 
par W\{x — x^ + (y — y^ + • • •, (^ — z^ + (5 — So) + • • •]• ^" vertu des 
propriétés démontrées de la composante TF(f,ö'), les intégrales dont nous 
venons de constater Texistence effective dans le systéme ^5)) sont entiéres 
en ^ , 5 , . . . , et admettent, ainsi que leurs dérivées partielles de tous 
ordres, des valeurs initiales positives ou nuUes. 

Observons maintenant que le systéme ^SJ ne diflFére du proposé (3) 
qu'en ce que chaque coefiicient (indépendant ou non) des seconds membres 
s'y trouve remplace par une majorante. D'autre part, puisque les dé- 
terminations initiales sont supposées identiquement nuUes pour les inté- 
grales hypothétiques de (5), les intégrales eflfectives de ^5]) et leurs 
dérivées paramétriques ont des valeurs initiales au moins égales aux 
modules de celles qui ont eté choisies pour les intégrales hypothétiques 
de (<S) et leurs dérivées seinblables. En faisant alors le raisonnement 
ordinaire, on verra que la méme propriété subsiste pour les dérivées 
principales. Donc les développements des intégrales hypothétiques de (<d) 
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sont, comme ceux des intégrales effectives de ((ÄJ, convergents et entiers 

en ZySy»»»» 

3 1 . Considérons un sygtéine différentiel S, oii chacune des variables 
et des inconnues se trouve afiFectée de p cotes, etsupposons essentidlement 
que les cotes premiéres de toutes les variables indépendantes aient été choisies 
égales å un méme entier posUif. 

Supposons d'autre part que les circonstances suivantes se trouvent 
simultanéraent réalisées dans le systéme S: 

I*" Ce systéme, impliquant g fonctions inconnues, et composé de g 
équations, est résolu par rapport a g dérivées appartenant respectivement 
aux g fonctions inconnues, et ces g dérivées, non plus que leurs propres 
dérivées, ne figurent dans aucun des seconds merabres, qui d'ailleurs sont 
supposés tous développables dans un méme domaine. 

2*" Toute inconnue ou dérivée figurant effectivement dans le second 
membre d'une équation du systéme, posséde une cote premiére au plus 
égale a celle du premier membre correspondant. 

Finalement, dressons, pour chaque équation du systéme S, la liste 
des diverses quantités (fonctions inconnues ou dérivées) qui, figurant 
effectivement dans le second membre, se trouvent étre anormales (6) vis 
a vis du premier; égalons a zéro les dérivées premiéres de chaque second 
membre, prises par rapport aux quantités anormales correspondantes, et 
désignons par (A) le groupe des équations ainsi obtenues. 

Cela étant, si le groupe des équations (A) n'existe pas, ou, en d*autres 
termes, si aucun des seconds inembres du systéme ne contient de quan- 
tité qui soit anormale vis a vis du premier membre correspondant, le 
systéme S rentre, comme cas particulier, dans la catégorie des systémes 
orthonomes passifs, et Ton sait, d*aprés ce qui a été vu dans la troisiéme 
partie, que les intégrales ordinaires répondant ä des déterminations initi- 
äles quelconques existent effectivement. 

Nous allons maintenant nous occuper du cas oii quelqu'une des 
équations du systéme S contient dans son second membre des quantités 
anormales vis ä vis du premier, et établir å ce sujet la proposition 
suivante : 

Le groupe des équations (A) étant supposé exister^ si Von impose ä des 
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intégrales ordinaires hypothétiques du systéme S des déterminations initiaies 
(12) arbitrairement choisies sous la seule restriction que les éqtiations (A) se 
trouvent numériquement vérifiées par les valeurs initiales des quantités quelles 
contiennentj les intégrales dont il slagit ne peuvent manquer (Fexister effec* 
tivenient, 

I. Pour abréger, et faute d'urje dénomination ineilleure, nous quali- 
fierons de conforme toute relation déduite du systéme 8 et satisfaisaat a 
la fois aux deux conditions suivantes: 

1° La relation dont il s'agit a pour premier membre quelque dé- 
rivée .d'inconnue, et toute inconnue ou dérivée figurant effectivement dans 
le second membre possede une cote premiére au pluö égale a celle du 
premier membre. 

2° Toute dérivée premiére du second membre, prise par rapport ä 
une qiiantité qui soit anormale vis a vis du premier, fournit, par son 
équation a zéro, une relation conséqiience algébrique de (A), 

Cela pose, si sur une relation conforme on exécute des differential ions 
quelconques, on tombe sur une relation de méme nature. 

Gette proposition est évidente dans le cas trés-particulier oii le second 
membre de la relation dpnnée ne contiendrait que les seules variables 
indépendantes. 

Pla9ons-nous actuellement dans le cas general, et supposons qu'on 
exécute sur la relation donnée une diflférentiation premiére se rapportant, 
par exemple, a la variable x. On voit tout d'abord que la relation ré- 
sultante satisfait, comme la proposée, a la premiére des deux conditions 
formulées dans la definition ci-dessus: car, en désignant par ^^ la cote 
premiére (positive) commune aux diverses variables indépendantes, la cote 
premiére du premier membre a augmenté de ^, et la cote premiére 
maxima des inconnues ou dérivées figurant dans le second meiiibre a 
augmenté aussi de j'. Je dis qu'elle satisfait aussi a la deuxiéme condition. 

Soit en efifet 

(75) å = f{...,,d',...) 

la relation proposée, dans laquelle <?',... désignent les diverses inconnaes 



320 Ch. Riqnier. 

ou dérivées qui ont la méme cote premiére que d. En différentiant la 
relation (75) par rapport ä x, il vient 

dd , dfdd' , 

dx ^ då' dx ^ 

Les inconnues ou dérivées qui, dans le second membre de cette derniére 
relation, ont méme cote premiére que —, sont — , ..., et les dérivées pre- 
miéres du second membre, prises successivement par rapport aux quantités 

dx ' ' • • ' 
sont respectivement 

' IL 
då''"" 

Si la dérivée — est anormale par rapport a — , la quantité å' Test par 

qX qX 

rapport a <J, et comme la relation (75) est, par hj^othése, conforme, 

Téquation -^ = o est conséquence algébrique de (A). D*ailleurs, en 

g»/ 
dehors des quantités — , . . . , aucune des inconnues ou dérivées figurant 

qX 

dans le second membre ne peut étre anormale vis a vis de — , puisqu'elle8 

ont une cote premiére inférieure. 

On voit par lä que la nature conforme de la relation (75) persiste 
apres une premiére dififérentiation exécutée sur elle. En vertu du méme 
raisonnement, appliqué a la relation résultante, elle persiste apres une 
seconde, et ainsi de suite quel que soit le nombre des différentiations. 

II. Toutes les relations primitives du systems 8 sont conformes. 

Car les relations qui font partie du systéme le sont évidemment, 
et par suite aussi (I) toutes celles qu'on en déduit par différentiations. 

III. En supposantj comme notis Vavons fait^ que les relations (A) se 
trouvent numériquement vérifiées par les valeurs initmles des variablesj des 
inconnues et des dérivées paramétriques qui y figurent, les relations primitives 
fournissenty sans incompatihilité, les valeurs initiales de toutes les dérivées 
principaleSy et^ en conséquencej les développements par la formule de Taylor 



w\ 
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des intégrales hypothétiques répondant aux conditions initiales données peuvent 
étre entiérement reconstruits. 

En attribuant aux variables, aux inconnues et aux dérivées para- 
métriques les valeurs initiales données, on transforme, comme nous allons 
le voir, chaque second membre des relations primitives en une simple 
fonction des dérivées principales dont les classes sont inférieures a celle 
du premier membre correspondant. Effectivement, Topération dont il 
slagit transforme chaque second membre du systéme 4^ en une simple 
quantité numérique. D'un autre cöté, si, sur une relation du systéme S, 
on exécute une différentiation d'ördre quelconque, le second membre.de 
la relation résultante a la forme linéaire par rapport aux dérivées dont 
la cote premiére est égale a celle du premier membre, et en particulier 
par rapport aux dérivées principales anormales; le coefficient d'une dérivée 
principale anormale n'e8t alors autre chose que la dérivée premiére du 
second membre, prise par rapport a la dérivée principale anormale dont 
il s'agit, et, comme la relation est conforme, ce coefficient ne peut manquer 
de s'annuler quand les relations (A) se trouvent numériquement vérifiées, 
et par suite quand on attribue aux variables, aux inconnues et aux dé- 
rivées paramétriques les valeurs initiales données. 

Cela étant, donnons aux variables indépendantes re , y , . . . leurs va- 
leurs initiales. Dans ces conditions, les intégrales hypothétiques et leurs 
dérivées de tous ordres prennent également leurs valeurs initiales, et, 
comme celles des intégrales et de leurs dérivées paramétriques sont sup- 
posées données, chaque relation primitive ne contient plus dans son second 
membre d'autres quantités inconnues que les valeurs initiales des dé- 
rivées principales de classes inférieures a son premier membre. Si donc 
on partage les relations primitives en groupes succössifs d*aprés la classe 
croissante de leurs premiers inembres, si d'autre part on observe que 
chaque dérivée principale figure une fois et une seule dans les premiers 
membres de ces relations, on voit que les relations primitives du premier 
groupe fourniront, sans incompatibilité, les valeurs initiales des dérivées 
principales de premiére classe; puis, ces derniéres une fois connues, que 
les relations primitives du deuxiéme groupe fourniront, sans incompa- 
tibilité, les valeurs initiales des dérivées principales de deuxiéme classe; 
et ainsi de suite indéfiniment. 

Äeta tnath^matiea, 23. Imprimö lo 1 décembre 1899. 41 
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IV. Les intégrdles hy pothétiques répondant aux conditions initiales 
données ne peuvent manquer d'exister effectivementy si leurs développements, 
construits a priori å partir des valeurs initiales choisies pour les variahles, 
sont convergents. 

On raisonnera comrae a Talinéa III du n° 14. 

En conséquence, tout revient a prouver la convergence de ces dé- 
veloppements. 

V, VI, VII, VIII et IX. Il sufifit maintenant, pour achever la de- 
monstration, de repeter textuellement les alinéas V, VI, VII, VIII et IX 
du n** 22, avec \qä quelques modifications qui sy trouvent indiquées par 
vöie d'annotations. 



APPENDICE. 



Je me propose de faire voir, dans cet Appendice: 

1° que to US les types de systémes différentiels complétement inté- 
grables étudiés ju8qu'a ce jour ne sont que des oas particuliers du type 
que j'appelle aujourd'hui orthonome; 

2° que les resultats exposés par M. Goursat dans les Comptes 
Rendus de l'Académie des Sciences du 2 novembre .1897 sont con- 
tenus, comme cas particulier, dans ceux que j*expose au n° 3 1 du present 
Mémoire. 

I. Je ferai observer tout d'abord que le mot orthonome^ tel qu il 
se trouve défini au n° 21, posséde une signification plus large que dans 
mes travaux antérieurs. Dans les travaux en question, j'ai considéré en 
effet un type de systéme diflférentiel auquel j'ai donné d*abord le nom 
d'harmonique (Annales de TEcole Normale, 1893), P^^s d'orthonome 
(Recueil des savants étrangers, tome 32, n** 3), et je me propose 
actuellement d'établir qu'un pareil type rentre, comme cas particulier, 
dans celui que je qualifie aujourd'hui d^orthonomej et qui fait Tobjet de 
la troisiéme partie du present Mémoire. 
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Je rappellerai tout d'abord les definitions de ces systémes. 

Désignant par x j y , . . . les variablas indépendantes, et par w , t; , . . . 
les fonctions inconnues d'un systéme différentiel, faisons correspondre a 
chacune des quantités 

p entiers positifs, nuls ou négatifs, que nous noinmerons rcspectivement 
cote premier By cote seconde^ . . . , cote p*^°* de cette quantité. Considérant 
ensuite une dérivée quelconque de Tune des fonctions inconnues, nommons 
cote g*^™® {q = i , 2 j . . . ^ p) åe la dérivée en question Tentier obtenu en 
ajoutant ä la cote y**"® de la fonction inconnue les cotes gr*^°»^ de toutes 
les variables de différentiation, distinctes ou non. 

Supposons enfin que le systéme se trouve résolu par rapport ä cer- 
taines dérivées, qui ne figurent, non plus que leurs propres dérivées, dans 
aucun des seconds merabres, et que ces derniers, si Ton y considére pour 
un instant re , y , . . . , w , t; , . . . , et les diverses dérivées de w , t; , . . . qui 
y figurent, comme autant de variables indépendantes distinctes, soient 
tous développables dans un méine domaine. 

Cela étant: 

A, Definition des systémes harmoniques {ou andens systémes orthonomes). 

Le systéme en question sera dit harmoniques s'il satisfait a la con- 
dition suivante: 

Les diverses dérivées de w , v , . . . qui figurent effectivement dans le 
second membre d'une équation quelconque ont des ordres au plus égaux 
a celui du premier membre correspondant; de plus, en désignant par 
Cj , Cj , . . . , c^ les cotes du premier membre, et par cj , cj , . . . , c^ les cotes 
d'une dérivée quelconque d'ordre egal figurant effectivement dans le second, 
les difiFérences 

ne sont pas toutes nuUes, et la premiére d'entre elles qui ne s'évanouit 
pas est positive. 

B. Definition des nouveaux systémes orthonomes. 

Le systéme en question sera dit orthonome, si les deux conditions 
suivantes se trouvent ä la fois remplies: 
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1** Les cotes premiéres des diverses variables indépendantes sont 
toutes égales ä un méme entier positif. 

2° Si, considérant une équation quelconque du systéme, on désigne 
par Cj , Cj , . . . , Cp les cotes du premier membre, par cj , cJ , . . . , Cp celles 
d'une dérivée figurant effectivement dans le second, et par c[' , cj', ..., Cp 
celles d'une fonction inconnue y figurant aussi effectivement, les différences 

Cl Cy j Cj C2 j » » » j Cp — Cp 

ne sont pas toutes nulles, et la premiére d'entre elles qui ne s'évanouit 
pas est positive; la inéme chose a lieu pour les difiFérences 

Cl Cl y Cj ~— ^2 > • • y ^p ^p ' 

J'établirai enfin les propositions suivantes: 

Tout systéme harmonique peut étre considéré comme un systéme ortlio- 
nome {nouvdle définitmi) ou les cotes premiéres des diverses fonctions in- 
connues sont toutes égales entré elles. 

Effectivement, étant donné un systéme harmonique, j'y affecte les 
diverses quantités ir,y,...,w,t;,... d'une cote supplémentaire, que je 
considéré comme antérieure a toutes celles quimplique la definition A^ 
et je choisis cette cote nou velie égale ä i pour les variables re , y , . . . , 
a zéro pour les inconnues u y v , . . . . Il résulte de lä que, dans le sy- 
stéme donné, chaque variable, chaque inconnue et chaque dérivée d'in- 
connue se trouve affectée de p -\- i cotes, et que la cote premiére d'une 
quantité quelconque se trouve étre égale: 

s'il s'agit d'une variable, a i ; 

8 il s'agit d'une inconnue, ä zéro; 

sMl s'agit d'une dérivée d'inconnue, a Tordre méme de cette dérivée. 

Cela étant, on voit sans peine que les deux conditions énoncées dans 
la definition Ii se trouvent nécessairement satisfaites. 

Réciproquetnent, si, dans un systéme orthonome {nouvelle définitio^i)^ les 
cotes premiéres des diverses iyiconnues sont toutes égales entré elles^ le sy- 
stéme dont il sagit est harmonique. 

On considérera chaque variable et chaque inconnue comme affectée 
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seulement des p — i derniéres cotes qu'implique la definition JB, et Ton 
verra sans peine que la definition A. se trouve satisfaite. 

II. Les systémes harnioniques comprennenty comme cas particulier, ceux 
gue fai nommés taxiques. 



Il suffit de rapprocher de Talinéa précédent I Texemple II du n° 21. 

III. Les systémes harmoniques comprennent^ comme cas particulierj les 
systémes ci-dessous définis, que nous nommerons parataxiqties. 

Désignant par UyV,,..yW certaines fonctions inconnues des variables 
indépendantes a; , y , . . . , 5 , i, nous adopterons pour celles-ci un ordre 
déterminé, par excinple 

(76) X ,y , ...jSjt, 

et de meme pour les inconnues un ordre déterminé, par exemple 

{77) ti y v y . . . y W, 

Puis nous rangerons comTnc il suit, sur une ligne indéfinie allant de 
droite a gauche, les dérivées de tous ordres des diverses fonctions in- 
connues. Nous écrirons d'abord Tensemble des dérivées premiéres, puis 
ä gauche de celui-ci Tensemble des dérivées secondes^ puis a gauche de 
ce dernier Tensemble des dérivées troisiénies, et ainsi de suite indéfini- 
ment. En désignant maintenant par a , yS , . . . , A , /i les ordres partiels 
d'une dérivée quelconque relatifs a x^y, ...jS,t respectivement, chacun 
des ensembles précédents sera divisé en ensembles partiels se succédant 
de gauclie a droite d'aprés les valeurs décroissantes de Tordre partiel a; 
chaque sous-ensemble en sous-ensembles partiels se succédant de gauche 
a droite d'aprés les valeurs décroissantes de Tordre partiel y9; et ainsi 
jusqu^ä Tordre partiel A (inclusivement). Chacun des ensembles obtenus 
apres une pareille suite d'opérations se compose évidemment de dérivées 
semblablcs appartenant respectivement aux fonctions w , t; , . . . , m;: ces 
dérivées seront finalement écrites de gauche a droite dans Tordre qui 
correspond a celui des fonctions. Les dérivées de tous ordres de nos 
fonctions inconnues se trouvent alors rangées, sur une ligne indéfinie 
allant de droite a gauche, dans un ordre bien déterminé. Nous quali- 
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fierons de parataxique la suite ainsi obtenue, et nous dirons qu'une dérivée 
de fonction inconnue est antérieure ou postérieure a une autre, suivant que, 
dans la suite parataxique, elle figure a gauche ou a droite de cette autre. 

Cela étant, un systéme dififérentiel sera dit parataxique, s^il se trouve 
résolu par rapport ä certaines dérivées, et si Ton peut trouver, pour les 
variables et les inconnues, deux ordres respectifs, (76), {yy)y tels, que 
cbaque second membre ne contienne, outre les variables et les inconnues, 
que des dérivées paramétriques postérieures au premier membre corres- 
pondant. ^ 

Or, un pareil systéme est nécessairement örthonome (nouvelle de- 
finition). 

Efifectivement, si une dérivée de fonction inconnue est antérieure ä 
une autre, il arrive forcément de trois choses Tune: 

ou bien elle est d'ordre supérieur a cette autre; 

ou bien elle est du méme ordre (total), mais, en désignant par 

a" > /^' > • • • > ^" > A^" 
les ordres partiela relatifs a 

^ > y > • • • j ^ > ^ 

de ces deux dérivées, les différences 

(78) a' — a", /?— /9", ...,A' — r 

ne sont pas toutes nulles, et la premiére d'entre elles qui ne s'évanouit 
pas est positive; 

ou bien enfin les deux dérivées ont les mémes ordres partiels respec- 
tifs, mais la fonction inconnue a laquelle appartient la premiére dérivée 
précéde, dans la suite (77), la fonction inconnue a laquelle appartient la 
seconde. 

Cela étant, et en désignant par h le nombre des variables indé- 
pendantes, il suffit, pour se convaincre de la nature örthonome d'un sy- 
stéme parataxique, d'attribuer: 

' Il va sans dire que les seconds membres sont supposés tous développables dans 
UD m$me domaiDO. 
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aux variables des cotes premiéres toutes égales a i, et aux inconnues 
des cotes premiéres toutes nulles; 

aux variables et aux inconnues des cotes secondes toutes nulles, a 
Texception de x qui aura pour cote seconde Tunité; 

aux variables et aux incjonnues des cotes troisiémes toutes nulles, 
a Texception de y qui aura pour cote troisiéme Tunité; 

etc.; 

aux variables et aux inconnues des cotes Ä***"®' toutes nulles, a Tex- 
ception de ravant-derniére variable s qui aura pour cote Ä**°*® l'unité; 

finaleinent, aux variables des cotes {h + iy*«n«» toutes nulles, et aux 
inconnues successives w , t; , . . . , m; des cotes (A + ly^mw dont la valeur 
aille en décroissant. 

Si Ton observe maintenant que, dans ce systéme orthonome, les cotes 
premiéres des inconnues sont toutes égales, il résulte de Talinéa I que 
tout systéme parataxique est harmonique. 

IV. Les sijstémes de M""^ de Kowalevsky (1875) constituent un cas 
particulier des systémes que fappelle aujourdliui orthonomes. 

Voir Texemple I du n"* 2 1 . 

V. Les systémes du premier ordre que M. Méray et moi avons étudiés 
en 1890 sous le nom de systémes immédiats réguliers {ou semi-réguliers), 
constituent un cas particulier des systémes harmoniquesy et å plus forte raison 
(I) des systémes que fappelle aujourd'hui orthonomes. 

Effectivement, si Ton considére un systéme du premier ordre résolu 
par rapport ä un certain nombre de dérivées, on peut, pour en disposer 
nettement les diverses équations, les écrire dans les cases d'un quadrillage 
rectangulaire dont les lignes correspondent aux variables indépendantes 
X y y y . . . et les colonnes aux fonctions inconnues w , t; , . . . , en pla9ant 

réquation qui aurait, par exemple, — pour premier membre, dans la case 

qui appartient en méme temps ä la ligne {x) et a la colonne (w). 

Supposons maintenant que les lignes du tableau ainsi obtenu puissent 
étre rangées dans un ordre tel, quen y faisant abstraction pour un in- 
stant des colonnes vides et des colonnes pleines, chacune des autres, par- 
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courue de bas en haut, soit formée par la succession d'un fragment vide 
et d'un fragment plein. Adoptons pour les lignes Tordre dont il slagit, 
et en méme temps disposons les colonnes dans un ordre tel, que le 
nombre des cases vides n'augmente jamais d*une colonne ä la suivante 
quand on lit le tableau de droite a gauche. Inversement alors il est 
clair: i° qu'en faisant abstraction pour un instant des lignes vides et des 
lignes pleines, chacune des autres, parcourue de droite a gauche, est 
formée par la succession d'un fragment vide et d'un fragment plein; 
2"* que le nombre des cases vides n'augmente jamais d'une ligne a la 
suivante, quand on lit le tableau de bas en haut. 

Cela étant, et apres avoir donné a toutes les variables indépendantes 
la cote premiére i, ä toutes les fonctions inconnues la cote premiére zéro, 
distribuons les variables indépendantes en groupes successifs d'aprés les 
nombres décroissants de cases vides contenues dans les lignes corres- 
pondantes, et attribuons a chacune d'elles la cote seconde 1,2,3,..., 
suivant qu'elle appartient au premier, au second, au troisiéme . . . groupe. 
Fixons pareillement la cote seconde de chaque fonction inconnue par la 
considération des nombres de cases vides contenues dans les diverses co- 
lonnes. On prouve alors bien aisément que la cote seconde maxima des 
diverses dérivées figurant dans les seconds membres du systéme est inférieure 
ä la cote seconde minima des diverses dénvées figurant dans les premiers. 
Comme d'ailleurs les cotes premiéres de toutes les variables sont égales 
ä I, celles de toutes les inconnues égales a zéro, et celles de toutes les 
dérivées premiéres égales ä i, il est clair que le systéme proposé est 
orthonome (nouvelle definition), et de plus harmonique (I). 

Cela étant, la simple definition des systémes du premier ordre que 
M. MÉRAY et moi avons étudiés en 1890 (Anna les de TEcole Nor- 
male, 1890, p. 28, 29, 30, 44 et 45), montre qu'on peut les considérer 
comme un cas particulier fort restreint des systémes harmoniques. 

Comme je Tai fait remarquer dans Tlntroduction, et comme on peut 
aisément s'en assurer, ils comprennent a leur tour, comme cas particuliers, 
les formes du premier ordre étudiées par M. König et par les divers 
auteurs qui Tönt précédé. 

VI. Les systémes canoniques de M. Bourlet (1891) consfituent un cas 
particulier des systémes parataxiques, ä plus forte raison (III) des systémes 
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harmoniques, å plus forte raison en fin (I) des systémes quefappeUe aujourcVhui 
orthonomes, 

Leur definition (voir la Thése de M. Bourlet, p. 27) revient en efifet 
a la suivante: 

Un systéme diflférentiel sera dit canonique^ sMl est du premier ordre, 
linéaire par rapport aux dérivées des fonctions inconnues qu'il iniplique, 
résolu par rapport a un certain nombre de ces dérivées, et si de pluä 
les lignes et les colonnes de son tableau peuvent étre rangées duns un 
ordre tel, que le second membre de Téquation écrite dans une case pleine 
quelconque ne contienne, outre les variables indépendantes et les fonctions 
inconnues, que les dérivées premiéres correspondant, soit aux cases vides 
situées dans les lignes inférieures a celle de la case pleine considérée, 
soit aux cases vides situées a droite dans la méme ligne. 

D'aprés cette definition, les systémes canoniques de M. Bourlet ne 
sont évidemment autre chose que des systémes parataxiqu')s et linéaires 
du premier ordre. 

VI I. Les systémes canoniques définis et éludiés par M. Delassus en 
1 896 consfituent un oas particulier des systémes taxiques, å plus forte raison 
(II) des systémes que fai étudiés en 1893 sous le noyn d*harmon'iqueSj å 
plus forte raison enfin (I) des systémes que fappelle aujourdlmi orthonomes. 

Désignons par n l'ordre d'un systéme différentiel donné; rangeons 
les dérivées de tous ordres des fonctions inconnues ti , 1; , . . . , u; dans 
Tordre taxique, comme il a été expliqué au n° 21 (exemple II); et ne 
considérons, dans cette suite indéfinie, que la portion limitée E cohtenant 
les dérivées des ordres i , 2 , . . . , n. Si Ton parcourt de gauche a droite 
cette suite limitée, il résulte des explications données au n° 21 que Ton 
rencontrera successivement: 

Tensemble E^^^ des dérivées d'ordre n de ti, Tensemble E^^^ des dé- 
rivées d'ordre n de t;,..., Tensemble E^^^ des dérivées d^ordre n de m;; 

Tensemble JJ^J*"^^ des dérivées d'ordre n — i de w, Tensemble S^""^^ 
des dérivées d'ordre n — i de 1; , ... , Tensemble E^^"^^ des dérivées d'ordre 
n — I de m;; 

eiic. , 

finalement, Tensemble E^^^ des dérivées premiéres de w, Tensemble 

Åcta nMUiumatiea. 23. Impriiné le 21 décembre 1809. 42 
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E^^^ des dérivées preiniércs de t; , . . . , rensemble E[l^ des dérivées pre- 
miéres de m;. 

Cela pose, la definition donnée par M. Delassus de ses systéines 
canonigues (voir les Annales de TEcole Normale, 1896, p. 440 et 
441) revient ä dire qu'un pareil systéine est résolu par rapport a certaines 
dérivées des fonctions inconnues, et que, si Ton partage en groupes les 
équations du systéine, suivant que les premiers membres des équations 
dont il s'agit appartiennent ä Tun ou a Tautre des ensembles partiels 

E;(n-1) ]P(n-\) 75(*«-l) 



j5;o) ^(») m\) 



chacun des groupes d*équations ainsi obtenus satisfait h la double con- 
dition suivante: 1° en désignant par J le nombre des équations qui com- 
posent un groupe quelconque, ces j équations se trouvent résolues par 
rapport aux / premiéres dérivées de Tcnsemble partiel correspondant; 
2° chaque équation du groupe considéré ne contient dans son second 
membre, outre les variables indépendantes et les inconnues, que des dé- 
rivées paramétriques postérieures, dans Tensemble E^ aux j premiers 
membres du groupe. 

Les systémes canoniques de M. Delassus sont donc évidemment 
taxiques. 

VIII. Les resultats exposés par M. Goufsat dans les Gomptes-Rendus 
de VAcadémie des sciences du 2 novembre 1897, constituent un cas particulier 
de ceux que f exposé aw n"* 31 du present Mémoire. 

Désignons en efiFet par u une fonction inconnue des deux variables 
indépendantes x et y, et considérons l'équation aux dérivées partielles 



(79.) ^^£^» = -^(^'y'«'<'^•••' 



a^w a"ti 



a"w d^u a"w\ 
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dans le second membre de laquellc (?,... désignent toutes les dérivées 
de u des ordres i , 2 , . . . , n — i. Si Ton attribue a x ,y , u les cotes 
premicres respectives 1,1,0 et les cotes secondes respectives Cj,^ ^y j o, 
avec la condition c^^c^, les quaritités w , (J , . . . seront toutes normales 
vis a vis du premier membre de 1'équation (79), comme ayant une cote 
premiére inférieure; quant a la quantité 



t^j^.n— ♦ 



qui a méme cote premiére que le premier membre, elle sera normale ou 
non vis a vis de lui, selon que la dififérence 

[hc, + (n — h)c^] — [ic, + {n — i) cj = (ä — i){c^ — Cy) 

sera ou non positive; en supposant, pour fixer les idéet», c^ > Cy, on voit 
donc que les quantités 



sont normales vis ä vis du premier membre — ^ — ;^3^, mais que les quantités 

9x oy 

ne le sont pas, sans toutefois que leur cote premiére surpasse celle du 
premier membre dont il s'agit. 

L*application ä ce cas particulier de notre proposition du n° 31 
fournit alors le resultat suivant, dans lequel on reconnaitra sans peine 
celui qu'a récemment formule M. Goursat: 

Si Von désigne par (A) le groupe des équations obtenues en égalant ä 
zéro les dérivées premiéres du second membre de Véquation (79) par rapport 
aux quantités (80), et si Von impose å une intégrale hypothétique de (79) 
des conditions initiales arhitraireinent choisies sous la seule restriction que 
les équations (A) se trouvent numériquement vérifiées par les valeurs initiales 
des quantités quelles contiennent, Vintégrale dont il s'agit ne peut manquer 
d'exister effectivement . 
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SUR UNE CLASSE DE TRANSCEND ANTES NOUVELLES 

(Sec.ond mémoire) 

PAK 

EMILE PICARD 

4 PARIS. 



Dans raon mémoire ^ Sur une classe de transcendantes nouvelleSy j ai 
démontré Texistence de systémes de m fonctions uniformes dans tout le 
plan admettant la période w'i et jouissant relativement ä la substitution 
{z y z '\' O)) de la propriété suivante. Considérons une transformation hi- 
rationnelle entré m lettres w , v , ...,«;, 



(O 



u' = R^(u , v , . . . , w), 

v' = R^{U y v y . . . y W), 



W' = R^iU yV y ...yW)y 

et désignons par f[z) , ^[z) , . . . , ^{z) les m fonctions; on a 

f{z + a>) = R,[f{z) y ip{z) , . . . , i[){z)\ 
(p{z + a>) = B^[f{z) y ip{z) , . . . , il)[z)\y 



(E) 



([>{z + 0)) = R„,{f{z) y f^{z) , . . . , i/){z)]. 
Il importc de rappeler les hypothéses d'un caraetére tres general faites 

' Acta mathematica (tomo 1 8); od est prié de se reporter auz DOtations de ce 
mémoire. 

Aäa maifmntUiea. 28. Imprimé le 21 déoemtos 1899. 
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(lans le mémoire cité sur la substitution (i). Nous avons supposé que 
u = v = ... = w = o est un point double de cette transformation bi- 
ratlonncUe, et que Ton a dans le voisinage de ces valeurs les développe- 
nients en series entiéres 



(2) 



u' = n^u + Q^{u,v, ..., w), 
v' = /JtjV 4- Q,{u, v, ...,w), 

iv' = ii^w ■\- Q„{ti,v ,..., w), 



Ics fonctioiis Q ne contenant que des termes de degré supérieur ä un. 
Nous avons supposé de plus que Ton n'a pas d'égalité do la formc 



ivnto 



(3) Mi = e-' , 

i étant un des nombres i , 2 , . . . , w, et v un entier positif ou négatif, 
et que Ton n'a pas non plus 



2v7rw 



(4) m = e 



w 



Ces restrictions d'inégalités^ correspondant ä (3) et (4), pcuvent étre levées. 
Je le montrerai tout a Theure, mais je veux tout d'abord montrer com- 
ment les resultats de mon premier mémoire auraient pu étre obtenus un 
peu plus rapidement, en restant toujours d^ailleurs dans le méme ordre 
d'idées. J'ai commencé (loc. cit.) par examiner le cas oii les B étaient 
des polynomes (la substitution n'étant pas alors birationnelle), et le cas 
general a été ramené a ce cas particulier. Or on peut procéder directe* 
meut en gardant le méme mode de demonstration. Nous opérerons coinme 
au par. 4, en prenant comme premiére approximation des fonctions double- 
ment périodiques de seconde espéce 

admeltant la période a>'i, et ayant les multiplicateurs respect i fs /ip/i^, ...,/£„ 
pour le changement de z en ^: + ö>. On suppose que ces fonctions sont 
holomorphes dans la bände ii\ et que dans cette méme bände leurs mo- 
dules sont suffisamment petits. On a d'abord le systéme 



(5) 
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f,{z + a,) = /x. f,{z) + QXfM , f,{z) , . . . , .f>,{z)], 
ip,{z + <w) = ti^<f,{z) + Q^\f,{z) , f,{z) ,..., <p,{z)], 

</>,{z + cw) = ft^<f\{z) + <?»,[/;(^) , f«(^) , . . ■ , ^^o(^)]- 



Il détermine des fonctions f^{z) , ^^{z) , ..-, ^^{z) ayant dans la premiöre 
bände les mémcs singularités (pöles) que f^{z),f^{z),...,(/>^{z). On le 
voit de la maniére la plu8 simple, en posant 



En se servant alors du théoréme du par. 9, on est assuré que Ton peut 
déterinincr des fonctions l\ ,..., V^\ holomorphes dans la bände yy', ^^' 
et un peu a droite et k gauche. On contlnue alors en faisant successive- 
inent les approximations indiquées au par. 4. La seule diiférence avec 
la théorie développée aux par. 4 et sui vants, est que dans ces paragraphes 
les Q représentaient des polynomes, tandis qu'ici ce sont des series con- 
vergentes seuleinent si les variables qui y figurent sont suflfisamnient 
petites. Mais il ny a pas la de véritable diflFiculté, car on a a con- 
sidércr seulement les fonctions Q quand la variable z est dans la bände 
ii% et si dans cette bände les modules de /J^ , ^^ , . . . , ^'^ sont suffisam- 
ment petits, le lemme du par. 3 et les raisonnements du par. 5 subsistent 
entiérement. 

Nous pouvons donc conclure a Texistence de fonctions uniformes 

satisfaisant aux équations (E). Notre mode de raisonnement prouve que 
Ton peut avoir une solution de ces équations fonctionnelles pour laquelle 
les fonctions /*, jr , . . . , ^ deviendront infinies dans la bände (?/?/', A A') 
comme des fonctions données doublement périodiques de seconde espcce 

^o(^) y f^o(^) y-y M^)y 
pourvu que ces fonctions aient des modules assez petits dans la hände ii*. 
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Ce serait une question intéressante de rechercher toutes les solutions 
possibles uniformes et périodiques des équations (E). Celles que j'ai ob- 
tenues sont vraisemblablement tres particuliéres, malgré le caractére de 
généralité qu'elles paraissent presenter; la théorie des systémcs d'équatioiis 
en nombre infini pourra peutétre trouver d^iinportantcs applications dans 
des problémes de ce genre, quand elle sera plus développée. 

Je n'aborde pas, au moins pour le moment, ces difficiles problémes. 
Cest la restriction relative aux coefficients // que je veux approfondir 
maintenant. Le resultat obtenu suppose que Ton n'a pas d^égalité de la 
forme 



^vma 



(o) iJLi = e 



i» 



i étant un des nombres i , 2 , . . . , m, et v un entier positif ou négatif. 
Avec le mode de demonstration que je viens d'employer ici, rimpossibilité 
de la relation (4) ne joue plus de röle. Nous allons montrer que, uiémc 
dans le oas, ou il existe une relation de la forme (a), on peut trouver 
des transcendantes uniformes satisfaisant aux conditions indiquées. 

La difilculté, au premier abord, parait sérieuse, car les approxima- 
tions successives ne peuvent plus étre effectuées quand on a une relation 
de la forme (a). On peut cependant lever la difificulté de la maniére 
suivante. Soit k{z) une foncfion doublement périodiquc de seconde espéce 
aux multiplicateurs 1 et a (en désignant par a une constante quelconque), 
telle par conséquent que 

X[z -f o)'i) = k{e\ X{z + 0)) = ak{z) 

et supposons que X{z) reste holomorphe dans la bände ii'. Posons 

f{z) = X{z).F{z\ ip{z) = X{z).0{z) , . . . . (l^{z) = X{z).^z). 

On aura 

F{z + w) =^^F{z) + P,{F{z) , (P{z) , . . . , n^) , Å{z)l 

¥{z + w) =^ ¥{z) + P^{F{z) , 0{z),. . . , n^) , X{z)), 

CL 

les P étant des series en F , , . . . ^ W commen9ant par dos termes du 
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second degré, et dont les coefficients dépendent d^ailleurs de A(jaf). Ces 
équatioris sont de inéme forme que les equations (5), sauf que X{z) y 
figure, ce qui n'est d'aucune importance pour remploi des approximations 
successives. Mais les multiplicateurs /ij , //j , . . . , //„ 0"* ^^^ remplacés par 

'" j > • • • > 
a a CL 

et comnie a pcut étre pris arbitrairement, il n'y a plus de inultiplicateur 
singulier. La difilculté signalée a donc disparu. Si donc aucun des mul- 
tiplicateurs fl n'est nul, il y aura certainement des transcendantes uniformes 
dans tout le plan, avec des discontinuités uniquement polaires, admettant la 
période a>'i et satisfaisant uux conditions (E). 
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Ober eine neue theorie der algebraischen functionen 

zweier variablen 

VON 

K. HENSEL 

in BERLIN. 



§ 1. JEtfileitung. Ziel der Untersuchung, 

Die Theorie der algebraischen Functionen von zwei Variablen, öder 
die Lehre von den algebraischen Oberflächen und Raumcurven ist seit ihrer 
BegrQndung durch Clebsch und Nöther bisher wesentlich nach der mehr 
geometrischen Richtung ausgebildet worden, welche bei der Untersuchung 
der ebenen algebraischen Curven zu so schönen Erfolgen gefuhrt. hatte. 
Dagegen ist sie bis jetzt noch nicht mit den Methoden der reinen Ana- 
lysis behandelt worden, wie dies filr die algebraischen Functionen einer 
Veränderlichen zuerst durch Cauchy und Puiseux, sp&ter in weiterem 
Urafange durch Riemann und Weierstrass geschehen ist. 

Ich möchte in dieser AbhandUing die Grundlagen einer Theorie aus- 
einandersetzen, welche wohl als directe Verallgemeinerung der Weier- 
strass'schen Theorie der algebraischen Functionen einer Verftnderlichen 
auf Functionen von zwei und beliebig vielen Variablen angesehen werden 
känn. Mein Ziel ist, zu zeigen, dass und wie der gesammte Wertvorrath 
einer w-wertigen algebraischen Function von zwei Variabeln stetig, d. h. 
in n Zweigen ausgebreitet werden känn, und in welcher Weise diese n 
Zweige unter einander zusammenh&ngen. 

Ich zeige zun&chst, worin der wesentliche Unterschied zwischen den 
algebraischen Functionen von einer und von zwei Variablen besteht, und 
in welcher Form die soeben characterisirte Aufgabe in jener höheren 
Theorie ausgesprochen werden muss. 

Äeta mathematioa, 28. Imprimö le 11 avril 1900. 
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In der Theorie der algebraischen Functionen einer Variabeln ist die 
Erkenntniss der analytischen Eigenschaften der Wurzeln einer algebraischen 
Gleichung f{y , rr) = o dann voUkommen gegeben, wenn man die Ver- 
zweigung der zugehörigen »-blättrigen Riemann'schen Kugelfläche d, h. 
diejenigen Stel len rr = a der unabhftngigen Variabeln kennt, bei deren 
Umkreisung zwei öder mehrere unter den n conjugirten Zweigen y^jy, ,...,y» 
von y in einander libergehen. Die Bestiminung jener n Zweige fdr eine 
reguläre öder eine singuläre Stelle a; = a, die Aufsuchung der Verzweig- 
ungspunkte und das Studium der Zusaramenhanges jener Zweige in der 
Umgebung derselben biidet die Fundamentalaufgabe jene^* Theorie. Sie 
känn mit den Methoden der Functionentheorie vollständig gelöst werden, 
da diese die Entwicklung einer solchen Function flir jede Stelle re = a 
nach ganzen, öder, för die Verzweigungspunkte, nach gebrochenen Po- 
tenzen von x — a finden lassen, und da die Veränderung einer solchen 
Potenzreihe beira Umlauf um die Stelle x = a aus ihrer Form unmittel- 
bar hervorgeht. 

Das analytische Verhalten der Functionen von zwei Variablen ist 
nun ein wesentlich anderes^ und erfördert zu seiner Erkenntniss eine voll- 
ständig andere Untersuchungsmethode. Ich zeige zunftchst, worin der 
Unterschied jener beiden Theorieen besteht: 

Es sei 

(i) f{z , xy) = A^{xyy -f Ä^,^{xy) z""-^ + . - • + Ä,{xy) = o 

eine irreductible Gleichung »**° Grades in z mit ganzen rationalen Func- 
tionen von X und y als CoefiRcienten, Fixirt man nun in der a;y-Ebene 
einen im Endlichen liegenden Punkt 5p^ [x = af^\ y = ^^^) so, dass die 
n zugehörigen Werthe j^^^yj^^\ ..., j^n^ von Zy also die n Wurzeln der 
Zahlengleichung f(z , a^i®^^!**^) alle endlich und von einander verschieden 
sind, so känn man fUr jeden Nachbarpunkt 5p (o; = a, y = /?) die zu- 
gehörigen Werthe Ti ) Ta > • • • ' T» ^^^ ^ ^*^^^ ®^ bezeichnen, dass sie mit 
den Anfangswerthen j^^^ nach der Stetigkeit zusammenhängen, dass also 
allgemein ;\- in j^^^ iibergeht, wenn 5(5 auf dem körzesten Wege zu ^^ 
hingefnhrt wird. Lässt man nun den Punkt 5(5 continuirlich weiter und 
weiter auf der ganzen a;y-Ebene fortrttcken, so känn man den gesammten 
Werthvorrath der n-werthigen Function z in n stetig zusammenhängende 
Reihen ausbreiten, ohne*jemals Qber die Numerirung der n Wurzeln in 
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Zweifel zu gerathen; nur muss man, genau, wie bei den Functionen 
einer Variabeln die critischen Punkte, nämlich alle diejenigen Stellen ^ 
ausschalten, fiir welche eine der n Wurzeln f unendlich gross ist, öder 
wo zwei unter ihnen einander gleich werden. 

Während nun jene critischen Punkte bei den algebraischen Curven 
nur in endlicher Anzahl auftreten, bilden sie hier ein System algebraischer 
Curven. In der That wird ja för alle die und nur die irn Endlichen 
liegenden Punkte ^ eine der n Wurzeln unendlich gross, för welche der 
Coefficient von ^^ in (i) gleich NuU wird, und die Gleichungsdiscriminante 
D{x y y) von (i) verschwindet för alle diejenigen endlichen Punkte (a,y9) 
denen inindestens zwei gleiche Wurzeln ;- entsprechen. Durch die Gleichungen: 

(2) A^{x , y) = o, D{x ,y) = o 

sind also alle critischen Punkte im Endlichen vollständig definirt; zu 
ihnen können noch die beiden unendlich fernen Geraden: 

(2') - = o, - = o 

hinzutreten, deren sämmtliche Punkte im Unendlichen liegen; die cri- 
tischen Punkte treten hier also nicht vereinzelt auf, sondern es existirt 
eine endliche Anzahl irreductibler Curven, deren sftmmtliche Punkte fUr 
die Functionen z critisch sind; man findet ihre Gleichungen, indem man 
die irreductiblen Factoren von Ä^{x , y) und von D{x , y) einzeln gleich 
NuU setzt. 

Während also die algebraischen Functionen einer Variabeln in der 
Umgebung eines einzélnen regulären öder critischen Punktes darzustellen 
sind, bietet sich hier die allgemeinere Aufgabe, 

die algebraische Function z soll in der Umgebung desjenigen 
Zweiges l^ einer regulären öder einer critischen Curve P betrachtet 
werden, welcher durch einen beliebig gegebenen Punkt 5Po^^(^o>Ä) 
hindurchgeht. 

Es sei also P die gegebene irreductible Curve in deren Umgebung 
die Function z untersucht werden soll, 

J'iy.x)==yf'+p,^,{x)f-^ ... +p^{x) = o 
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sei ihre Gleichung, und es werde der Punkt 5p^ der Einfachheit wegen 
vorläufig im Endlichen angenommenen. Dann känn der durch 5p^ hin- 
durchgehende Zweig /^ von (P) in der Umgebung von 5p^ stets durch 
eine Gleichung 

1 2 

y = Voip I «o) = Ä + PM — «o)^ + Ä(^ — «o)^ + • • • 

dargestellt werden, wo y^ eine bestimmte algebraische Potenzreihe be- 

1 

deutet, die nach ganzen Potenzen von {x — a^Y fortschreitet, wenn, was 
wir irn Folgenden stets voraussetzen wollen, der Punkt 5p^ ein Ver- 
zweigungspunkt von einer beliebigen (a — i)**° Ordnung der Curve P 
ist. ^ Dann känn die hier sich darbietende Fundanientalaufgabe so aus- 
gesprochen werden: Die Wurzeln z^^ z^^ • • • > ^i» der Gleichung (i) sollen 
in einer endlichen Umgebung des Zweiges l^ durch Reihen dargestellt 
werden, welche hier gleichmässig convergiren. 

Diese Aufgabe känn nun so umgeformt werden, dass sie der ent- 
sprechenden för Functionen einer Variablen ganz analog ist; föhrt man 
nämlich statt x und y die neuen Variablen f und rj durch die Gleichungen 

f = (a; — ct,)% rj = y — y^{x\oi^) 

ein, so geht die Gleichung för z iiber in: 

'f{z ; rj) = Änirjy + 3,_i(3y)^"-^ + • • • + Ä,{yi) = o, 
wo die Grössen Ai{7]) jetzt ebenfalls ganze rationale Functionen von tj 

^ Liegt der Zweig im UneDdliehen, und ist etwa ^^=(30 so ist in der Reihe 
y^(x I a^) und in der Gleichung (l) an Stelle von x — a^ die neue Variable z' = - ein- 

X 

zuflihren, ist yff^ = cx) ist also 

y — A ^ A-i T^ • • • 

die Darstellung der Zweiges l^ so ist fUr y die Variable 

A A— 1 

y' = - = Ä(« — »o)" + y?*+i(« - «.) " + • • • 

einzuflihrcn, die Resultate bleiben also wörtlich besteben. 
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sind; aber ihre CoefFicienten sind nicht rnehr ganze rationale Functionen 
von f sondern algebraische Potenzreihen, welche iiach gaiizen Potenzen 
von f fortschreiten und in einer endlichen Uingebung der Stelle $ = o 
gleichmassig convergiren. 

Fiir einen jeden speciellen constanten Werth $^ von f innerhalb 
des gemeinsamen Convergenzbereiches aller jener Reihen känn also die 
n-wertige Function nach den Sätzen von Puisbux in n Reihen entwickelt 
werden, welche nach ganzen öder nach gebrochenen Potenzen von 

3? = (y — 2/0) 

mit constanten Coeflficienten fortschreitet, und die n Wurzeln unserer 
Gleichung in einer endlichen Umgebung jener Stelle darstellen; lässt man 
aber f andere und andere constante Werthe 60 > 60 ; • • • annehmen, so 
könnte man jedesmal vollstandig andere Potenzreihen fftr z erhalten, 
welche nur innerhalb des gemeinsamen Convergenzbereiches mit einander 
coincidirten. 

Ich werde aber in dieser Arbeit zeigen, dass die n Wurzeln z^y . . . :s^ 
in der Umgebung der Stelle (f = 0, 3y = o) öder von (a; = ot,y = y^(a;|ot)) 
sammtlich in Reihen von der Form entwickelt werden können: 

(3) e,{$) + e,{$):^^ + e,(^)yf + . . . , 

welche nach ganzen öder nach gebrochenen Potenzen von 7j = (jf — y^) fört- 
ig 

schreiten; ihre Coefficienten sind algebraische Potenzreihen von $=^{x — oLqY} 
diese Reihen convergiren als Functionen von f und von tj betrachtet 
innerhalb einer endlichen Umgebung der Stelle {$ = rj = o) und stellen 
för jedes Werthsystem (f = f^ , gy = gy^) innerhalb desselben die n Glei- 
chungswurzeln dar. 

Dieses Resultat känn nicht durch die Methoden hergeleitet werden, 
durch welche Cauchy und Puiseux dieses Problem för Functionen einer 
Veränderlichen in so allgemeiner Weise gelöst haben, noch weniger känn 
man mit ihnen den analytischen Character der Coefficienten c,(f) fttr den 
ganzen Bereich der Variablen f öder x erkennen. 

Ich benutze vielmehr zur Lösung dieser Aufgabe ein neues rein 
arithmetisches Verfahren, welches successive die einzelnen Coefficienten 
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ö^.(f) eines Zweiges zu bestimmen lehrt, und aus dem dann die Convergenz 
jener Reihe (3) und der analytische Character ihrer Coefficienten leicht 
erschlossen werden känn. Ich bemerke dabei, dass dieses Verfahren auch 
för die Untersuchung der algebraischen Functionen von beliebig vielen 
Veranderlichen benutzt werden känn, wie ich in einer späteren Abhand- 
lung zeigen werde. 

Die hier auseinandergesetzten Methoden und Resultate bildelen den 
ersten Theil einer Vorlesung, die ich im Wintersemester 1898 — 99, an 
der Berliner Universität gehalten habe; bei der Redaction jener Vorlesung 
för den Druck hat mich einer meiner Zuhörer Herr F. Hartogs in 
dankenswerthester Weise untersttttzt. 

Zuerst soll die hier fur die dgehraischen Function gestellte Aufgabe 
zunächst för die rationalen Functionen zweier Variablen gelöst werden, 
da sich in diesem einfachsten Falle besonders deutlich zeigen lässt, wie 
man durch die Natur des behandelten Problemes gerade auf die hier ge- 
wahlte Fragestellung gefQhrt wird, und da die hier gefundenen Resultate 
bei der Lösung des allgemeinen Problemes benutzt werden. 



§ 2. Die rationalen Functionen von zwei Variabeln; ihre Zerlegung 

in Idnearfactoren. 

Wir betrachten zunftchst die Gesammtheit aller rationalen Functionen 
von X und y und untersuchen sie in der Umgebung einer beliebigen 
Stelle a; = a der Variabeln x, welche im Endlichen liegen öder aber auch 
die unendlich feme Stelle sein känn. Eine jede solche Function känn in 
der Form dargestellt werden: 

^^ • Ä(«»y) b,{x) + b,{x)y + ... + bnix)y-' 

wo alle Coefficienten äi{x) und bt{x) als ganze Functionen von x vor- 
ausgesetzt werden können welche nicht alle eine und dieselbe ganze Func- 
tion von X als gemeinsamen Theiler enthalten. In der Umgebung der 
endlichen Stelle x = a können dann alle nach positiven ganzen Potenzen 
des zugehörigen Linearfactors x — a entwickelt werden, welche in einer 
endlichen Umgebung jener Stelle gleichmftssig convergiren, und dasselbe 
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ist fttr a = oo der Fall, wenn man, was in der Folge stets geschehen 
soll, X — a dann durch - ersetzt. Denkt man sich alle Coefficienten in 

X 

dieser Weise entwickelt, und die niedrigste allén gemeinsame Potenz im 
Zililer und Nenner herausgezogen, so känn jede solche Function folgen- 
dermassen geschrieben werden: 

wo jetzt die Coefficienten a,(.t:|ot) , h^{x\a), wie stets im Folgenden, Potenz- 
reihen von x — a bedeuten sollen, welche in einer endlichen Umorebunff 
der Stelle rr = a gleichmassig con vergieren ; dieselben enthalten hier keine 
negativen Potenzen von x — a , und f (ir a; = a verschwinden weder alle 
Coefficienten im Zähler noch auch diejenigen ira Nenner. 

Nur fur eine endliche Anzahl von Stellen a? = a tritt in (2) eine 
positive oder negative Potenz des zugehörigen Linearfactors vor jenen 
Brucli, im AUgemeinen ist r = o; hierzu muss nämlich fttr ein endliches 
a der zugeliörige Linearfactor in dem Ausdrucke (i) von f{Xyy) in allén 
Coefficienten des Zahlers oder in allén Coefficienten der Nenners als Theiler 
enthalten sein. Ist dagegen a = co und ist der Zahler und der Nenner 
von fiXyy) in (i) in Bezug auf x bzw. vom fj^^ und vom p**° Grade, so 
ergiebt sich ohne Weiteres, dass alsdann in der Darstellung (2) in der 

-j des bezftglichen Linearfactors 

vor dem Bruche auftritt. 

Nunmehr känn man in jener Darstellung (2) auf der rechten Seite 
Zahler und Nenner in ihre Linearfactoren zerlegen, und man erhalt so 
die folgende Darstellung: 

Hier sind ^i • • • ^m > yl • • • ^n die Zweige, welche der Zähler g{x ^y) und 
der Nenner h{x , y) in der Umgebung der Stelle {x = a) besitzen, sie sind 
also ebenfalls Potenzreihen, welche nach ganzen oder nach gebrochenen 
Potenzen des Linearfactors {x — a) fortschreiten, und welche alle inner- 
halb einer endlichen Umgebung jener Stelle gleichmässig convergiren; 

Äeta mathemaiioa. 23. Imprimé le 11 aTill 1900. 44 
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falls eine öder mehrere jener Reihen mit einer negativen Potenz von x — a 
beginnen, also för x = a unendlich gross werden, so ist jener endliche Con- 
vergenzbereich öder jene Uiiigebung der Stelle x = a nach innen durch einen 
beliebig klein zu wählenden Kreis begrenzt, und in dieser Weise soU die Um- 
gebung einer Stelle, falls dies nötig sein sollte, stets begrenzt vorausgesetzt 

Q (x 1/1 

werden. Auch hier können und wollen wir den Bruch f{x,y) = w ^ 'v 

als in seiner reducirten Form, d. h. so gegeben voraussetzen, dass Zahler und 
Nenner als Function von y keinen gemeinsamen Theiler besitzen; alsdann 
sind die Linearfactoren y — y^ im Zähler von den Factoren y — yi im 
Nenner verschieden; dagegen känn nattirlicli einer der Linearfactoren im 
Zähler öder im Nenner noch mehrfach auftreten. Um dieses Vorkommen 
mehrfacher Linearfactoren im Zahler öder im Nenner von f{x,y) ein- 
heitlich characterisiren zu können sägen wir geuau wie bei den rationalen 
Functionen einer Variablen, f{y , x) besitzt in Bezug auf einen Linearfactor 
y — y^ die positive öder negative Ordnungszahl jhö-wenn derselbe £7 Male 
im Zähler öder im Nenner jener Function vorkommt, und diese Function 
hat die Ordnungszahl Null, wenn y — y^ weder im Zahler noch im 
Nenner auftritt. , 

Zu diesen Linearfactoren y — y^ und y — yi känn endlich als letzter 

noch der Factor y — co öder - treten, welcher ftlr jede beliebige Stelle 
a? = a dann und nur dann verschwindet wenn - = o also t/ = oo ist. 

y ^ 

Bringt man die zu untersuchende Function f{Xjy) in (i) auf die Form: 

so erkennt man, da sich im Zähler und Nenner för y = oo alle Glieder 
mit Ausnahme der ersten auf Null reduciren, dass f{x,y) in Bezug auf 

den Linearfactor - die Ordnungszahl (« — m) hesitzt, dass also die Ord- 

nungszahl von f(x , y) in Bezug auf den Linearfacter - stets gleich dem 
negativ genommenen Grade (m — n) jener rationalen Function för y ist. 
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Beachtet man endlich, dass die Summe der Ordnungszahlen fiir alle 
gleichen öder verschiedenen Linearfactoren im Zähler bzw. im Nenner 

gleich m bzw. gleich ( — n) ferner ft\r den Linearfactor - gleich (n — w), 

und endlich filr jeden anderen Linearfactor y — y^ gleich Null ist, so 
ergiebt sich auch fftr die rationalen Functionen von zwei Variabeln der 
wichtige Satz: 

Die Summe der Ordnungszahlen einer beliebigen rationalen Func- 
tion f(j/yX) för alle Linearfactoren y — y^ in der Umgebung einer 
beliebigen Stelle x = a ist stets gleich Null, d. h. eine jede solche 
Function besitzt ebensoviele Nullcurven wie Polcurven. 

Besitzt also eine Function fijfjX) tlberhaupt keinen Linearfactor y — y^ 
in negativer Ordnung, so muss sie nothwendig von y unabhängig, also eine 
rationale Function von x allein sein, denn sie enthält nach dem obigen 
Satze auch keinen Linearfactor in positiver Ordnung. 

Geometrisch stellen die Gleichungen: 

y — y< = o, y — yi = o (iilj;:::;») 

die einzelnen Zweige der Zfthlercurve ff{t/,x) = o und der Nennercurve 
h{tfyX) = o von der Function f{yyX) in der Umgebung der Stelle x = a 
dar; sie können und sollen daher, wie dies oben bereits geschehen ist, 
auch mitunter als Nullcurven öder Polcurven bezeichnet werden. Zu 

ihnen känn dann noch die unendlich ferne Gerade - = o und ausserdem 

y 

an einer endlichen Anzahl von Stellen x = a die zugehörige Gerade 
X — a = o, als ein- öder mehrfache NuUcurve öder Polcurve hinzutreten. 



g 3. Die JEntwickelung der rationalen Functionen in Poten»reihen. 

In der Theorie der analytischen Functionen einer Variablen wird 
gezeigt, dass man jede rationale Function f[x) in einer endlichen Um- 
gebung einer beliebigen Stelle {x = a) in eine nach ganzen Potenzen des 
zugehörigen Linearfactors fortschreitende gleichmässig convergente Potenz- 
reihe entwickeln känn, welche höchstens mit einer endlichen Anzahl ne- 
gativer Potenzen desselben beginnt. 
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In gleicher. Weise woUen wir jetzt zeigen, dass und wie man eine 
rationale Function f{Xjy) von zwei Variabeln in endlicher Umgebung 
eines beliebigen Curvenzweiges l^ (y = y^ =5p(a;|a)) ebenfalls in eine 
nacb ganzen Potenzen des zugehörigen Linearfactors {y — y^) fortschrei- 
tende Potenzreihe entwickeln känn, welche ebenfalls höchstens init einer 
endlichen Anzabl negativer Potenzen von y — y^ beginnt und innerhalb 
einer endlichen Umgebung jenes Curvenzweiges gleichmässig convergirt. 

£s sci also: 

(O y = 2/0 = WW) 

ein Zweig /^ einer beliebigen algebraischen Curve P(y , a?) = o, öder, was 

dasselbe ist, ein Element einer beliebigen algebraischen Function in der 

Umgebung einer beliebigen Stel le [x = a) und es werde wieder, um gleich 

den allgemeinsten Fall zu betrachten, angenommen, dass jene Potenzreihe 

1^ 

nach ganzen Potenzen von {x — a)^ fortschreitet, d. h. dass jener Curven- 
zweig an der Stelle rr = a einen a-blättrigen Verzweigungspunkt besitzt. 
Denkt man sich dann jenes Element y^ durch analytische Fortsetzung 
nach allén Seiten ausgebreitet so erhalt man die ganze zugehörige alge- 
braische Function, welche wir als /x-wertig voraussetzen wollen. Ihre 
Werthe sind dann eindeutig und im Allgemeinen stetig auf einer ganz 
bestimmten /i-blattrigen Riemann'schen Kugelfläche ausgebreitet, welche 
im Folgenden stets durch Riy^) bezeichnet und als gegeben vorausgesetzt 
werden soll. — Sind y© > yi j • • • > y^~^^ ^^^ f^ zu dem Element y^ conju- 
girten Potenzreihen, so genugt die algebraische Function y^ der irreduc- 
tiblen Gleichung fi^^ Grades: 

mit rationalen Functionen von x als Coefficienten, 

Es sei p^ der zu dem Functionenelemente y^ gehörige Punkt der Rie- 
mann'schen Kugelfläche; dann convergirt jene Reihe gleichmässig inner- 
halb eines Kreises öder, falls y^ fQr x = a unendlich wird, innerhalb 
eines jenen Mittelpunkt ausschliessenden Kreisringes, dessen äusserer Be- 
grenzungskreis durch den nächsten Pol von y^ öder durch den nächsten 
Verzweigungspunkt der Kugelfläche 22 (y^) hindurchgeht. Dieser stets 
endliche Convergenzbereich der Reihe y werde durch A^ bezeichnet. 
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Uin nun eine beliebige rationale Function f{yjX) in der angegebenen 
Weise in eine Potenzreihe zu entwickeln ftthren wir zunächst an Stelle 
von X die neue unabhangige Variable f durch die Gleichung: 



o'o^ ' «.*»-^^*- ^ ^«»ax..* «.^ >^.>,.^««.-Q 



(o; — a)- = e, re = a + f- 

ein, wodurch die Reihe y^ m eine nach ganzen Potenzen von f fort- 
sclireitende und in der Umgebung von f = o convergirende Potenzreihe 
ttbergeht. Entwickelt man dann in der rationalen Function f{x , y) Zähler 
und Nenner fttr sich nach dem Taylor'8chen Satze nach Potenzen von 
y — y^ so ergiebt sich: 



w f^'^)=mr 



givo) + 9'{yXy - v.) + ^^(?/ - VoY + • • • 



Hyo) + hXy,)(y - yo) + ^(y - ^o)' + • • • 



Avo alle Ableitungen im Zähler und Nenner Potenzreihen in f sind, welche 
ebenfalls innerhalb A^ convergiren. Lasst man jetzt diejenigen Reihen 
im Zähler und Nenner fort, welche gleich NuU sind, und setzt die ent- 
sprechende Potenz von y — y^ vor den Bruch, so känn derselbe so ge- 
schrieben werden: 

Wir dividiren endlich noch Zähler und Nenner durch h^{$) und schreiben 
den Ausdruck dann in der folgenden Form: 

, X ff,, ^N _ /,, ,, Y 9o(^) + g,($Xy — ?/o) + » ■ . + yr($Xy — Vo Y . 

^ I — (Ai(fXy — j/o) + • • • + A'(fXy — Von 

auch hier sind die Quotienten: 

Potenzreihen von C; welche höchstens eine endliche Anzahl negativer Po- 
tenzen von f entbalten, und deren Convergenzkreis entweder mit dem 
vorigen iibereinstimmt, öder durch die nächste NuUstelle von Äo(^) ^^^" 
durchgeht. Es möge der stetfi endliche gemeinsame Convergenzradius 
jener Reihen durch p^ bezeichnet werden. 
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Um nun die in jenen Reihen eventuell auftretenden negativen Po- 
tenzen von f zu beseitigen ftihren wir an Stelle von y die neue Va- 
riable tj durcb die Gleichung ein: 

(5) — fd— — v 

und wahlen die ganze Zahl d = da als das kleinste Multiplum von a so, 
dass sich in (4) nach Substitution von 7]^'' = 7j{x — a)^ fttr y — y^ alle 
negativen Potenzen von c? natttrlich mit Ausnahme derer von ffQ{$)y 
fortheben; beseitigen wir auch diese endlich dadurch, dass wir jene 
Potenz von f vor den Bruch schreiben, so känn /(a?,y) so dargestellt 
werden: 

wo ^{^) und ip{^) Potenzreihen von f und rj sind, welche keine nega- 
tiven Potenzen von f und gy enthalten, und die för |f| < p^ und fi\r ein 
beliebig grosses rj convergiren, da sie ja fttr tj nur von endlichem Gra de sind. 
Beschränkt man nun $ und tj zunächst so, dass: 

(5') \^\<Po> k-^(^)l<i 

ist, so känn man den Nenner entwickeln und erhält: 

f{x,y) = ?':?> (^)(i + # + vY + •••) = ^'V''P{^)> 

und da bei den soeben gemachten Beschränkungen sowohl ^{Stj) als auch 
die Reihe S{rj<py gleichmassig convergirt, so gilt dasselbe von ihrem Pro- 
ducte; dasselbe känn also in eine Potenzreihe p{^) von f und tj geordnet 
werden, welche innerhalb desselben Bereiches gleichmassig convergirt. 

Dieser Convergenzbereich fiir f und tj ist niemals unendlich klein. 
In der That ist ja die Bedingung 1 7^(^37)! < i sicher a fortiori erfiillt, 
wenn man die Reihe 

durch eine andere Reihe ^($37) ersetzt, in welcher alle Coefficienten ip^ 
durch ihre absoluten Betrage ersetzt, und diese dann noch beliebig ver- 
grössert sind; betrachtet man nun alle die Werthsysteme fjy, för welche 
7]^{^)\ < I ist, so ist för diese die obige Bedingung (5') ebenfalls erfttUt. 
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Convergirt nun eine Reihe <p{^) för |f| =^ und [gy] = ö* und ist 
y der grösste Werth den |^(f3y)| fur jene Werthsystenie annehmen känn, 
so ist bekanntlich allgemein: 

also ist fQr alle Werthe |f| </> und |3y| < ^ 



l#(^)l 



=''^'^^'UAJ-/,_iii\/,_ijjy 



und jener Ausdruck ist sicher kleiner als i wenn: 



i-lii 



angenommen wird; und da hier der Bereich a för \i^\ beliebig gross also 
- sicher gleich i und p beliebig nahe an p^ angenommen werden känn, 
so ergiebt sich för f und rj die folgende Beziehung: 

wenn y jetzt den Maximalwerth von |^(6y)| för |f|==^<^^ und \yj\= i 
bedeutet, und för jeden Werth von f ergiebt sich so ein ganz bestimmter 
endlicher Werth ftlr rj. 

Ordnet man die so sich ergebende Potenzreihe nunmehr nach Po- 
tenzen von rj allein und multiplicirt man in jener Reihe jedes Glied 
mit der positiven öder negativen Potenz ^^j so ergiebt sich die folgende 
Darstellung ftlr f{x,y) 

(6) f{x , y) = a^)yj' + U,{^)r}'*' + . . . , 

wo die CoefFicienten Potenzreihen sind, die nach ganzen Potenzen von f 
fortschreiten, in einer endlichen Umgebung von f = o gleichmftssig con- 
vergiren und höchstens eine endliche Anzahl negativer Potenzen von f 
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enthalten, wie weit man auch in jener Reihe fortgehen mag. Ferner ist 
der Exponent a der Anfangsgliedes jener Reihe offenbar gleich der Ord- 
nungszahl, welche die rationale Function f{x , y) in Bezug auf den Linear- 
factor y — y^ besitzt und ihrer Entstehungsweise nach sind die Potenz- 
reihen A,(f) , . . . als rationale Functionen von g^^{y^ und h^^^^y^) eben- 
falls rationale Functionen von y^ und rr, also algebraische Functionen, 
welche auf der zu y^ zugehörigen Riemann'schen Fläche eindeutig sind. 
Wörtlich dasselbe Resultat erhält man, wenn man fftr den Curvenzweig 
y = y^ in der Umgebung von x = a einen der speciellen Zweige: 

y == oo, öder x = a, öder a; = oo 

in der Umffebunor der Stellen: 

X = a, öder y = ^ öder y = ^ 

wahlt. Man hat dann in jener Entwicklung nur jedesmal zu setzen: 



f = ir — a, ? = ,,.Z.v ? ^^^^ ^ = y — Py 
öder endlich: 



X — a 



/ — - — r; oaer c = y — p, V = . ?;:. 



I 

X 



und alsdann gilt jedesmal genau die oben angegebene Entwickelung (6). 
Um nun jenes Resultat allgemein aussprechen zu können bezeichnen 
wir den Linearfactor y — y^, welcher filr alle und nur die Punkte der 
Curvenzweiges y^ in der Umgebung der Stelle x = a verschwindet, als 
den zu jenem Zweige gehörigen Linearfactor; und allgemeiner bezeichnen 
wir ebenso auch den vorher eingefährten Linearfactor: 

^ _ y — yp __ y — Vo 

v ^ä (x — df' 

welcher för alle Punkte mit Annahme von (x = a) selbst die gleiche 
Eigenschaft hat. Dann känn jenes Resultat folgendermassen ausgesprochen 
werden : 

Eine rationale Function f{x^y) känn in der Umgebung eities 
beliebigen Curvenzweiges y = y^ stets auf eine und nur eine Weise 
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in eine Potenzreihe entwickelt werden, welche nach ganzen Potenzen 
des zugehörigen Linearfactors tj fortschreitet und höchstens eine end- 
liche Anzahl negativer Potenzen desselben enthält. Alle Coefificienfen 
in jener Entwickelung ftind mit y^ gleich verzweigte algebraische Po- 
tenzreihen, deren Ordnungszahlen, falls sie negativ sind, jedenfalls alle 
unter eine endlichcn Grenze bleiben. 

Dieser Satz ist die direete Verallgerneinerung des bekannten Theoremes 
fftr die rationalen Functionen von einer Variablen. 

Der Convergenzbereich der Reihen ^(f), /]r+i(f) j • • • geht auf der 
Kugelflache i2(y(,) durch den nächsten critischen Punkt von y^ öder durch 
die nächste NuUstelle der algebraischen Function h^{5) hindurch, welche 
ja auch auf ii(yo) eindeutig ist. Schliesst man alle jene singularen Punkte, 
welche nur in endlicher Anzahl auftreten, zunächst aus, und bezeichnet 
alle ttbrigen Punkte von B[y^) als die regularen Stellen, ihre Gesammtheit 
als den regularen Bereich, so besteht för jede reguläre Stellc eine Ent- 
w^ickelung: 

(7) f{r, , y) = f„{x \ a){y — yj + f^,,{x \ a){j, - y,)"^' + ... 

wo y© sowol als alle CoefFicienten ft(j'^\a) i\Sich ganzen Potenzen von x — a 
fortschreiten, und garkeine negativen Potenzen enthalten. Geht man von 
einer solchen regularen Stelle auf i?(yo) ^^^s? so känn sie mit Umgehung 
aller singularen Punkte zu jedem anderen regularen Punkte jener Flftche 
ftbergeftthrt werden; fQr die singularen Punkte und ihre Umgebung 
gelten dann die entsprechenden Entwickelungen (6), nur dass fttr die 

Verzwcigungspunkte an die Stelle von x — a die Potenz (rr — a)", und fQr 
die Nullstellen von Ä^j(f) an die Stelle von y — y^ der allgemeinere 

Linearfactor * ^^^^ treten känn. 

Der Exponent a von {y — y^) mit welchem die Entwickelung (7) be- 
ginnt, ist, wie oben erwahnt, gleich der Ordnungszahl von fiy^x) in Bezug 
auf jenen Linearfactor. Bei der Fortsetzung der Reihe (7) iiber die ganze 
Riemann'sche Fläche ii(yo) öder längs der ganzen Curve P bleibt aber 
ofFenbar die Ordnungszahl a stets die gleiche; jene Function f besitzt 
also die Ordnungszahl tr nicht bloss för den einen Zweig (y = y^) der 
irreductiblen Curve P sondern in Bezug auf die ganze Curve; dies er- 

Äeia nuUhmnatiea, 28. Imprimé le 17 »Tril 1900. 45 
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kennt man liier auch direct, denn eine Function f besitzt dann und nur 
dann in Bezug auf den Linearfactor {y — y^) die Ordnungszahl ö-, wenn 
sie die Potenz P{y , xY der zugehörigen irreductiblen Function P(y , x) als 
Factor enthält. 



§ 4. Die algebraischen Functionen von 2 Va/riäblen. Ihre Ent- 
tirtckelung in der Umgebung eines regulären Curvenzweiges. 

Wir wollen die Resultate der letzten Abschnitte benutzen, uin die 
n Wurzeln oder Zweige ^^ , jgr^ , . . . , ;2f„ einer algebraischen Gleichung n^° 
Grades mit ganzen rationalen Coefficienten: 

(i) f{z,X!/) = A„{x,y)z'' + A^_,{x ,y)z''-' + ... + A^{x,y)z + Ä^{x.y) = o 

ebenfalls in der Umgebung eines beliebigen Curvenzweiges 

(2) y =-y, = ^o{^ I a), \x — a\ < d 

in Reihen zu entwickeln, welche nach Potenzen des zugehörigen Li- 
nearfactors y — y^ fortschreiten. Geometrisch heisst das, wir wollen die 
Oberfläche (i) in der Umgebung derjenigen n Raumcurven betrachten, in 
denen die zu der ebenen Curve (2) gehörige Cylinderfläche die n Blätter 
jener Oberfläche durchsetzt. Wir setzen der Einfachheit wegen zunächst 
wieder voraus, dass der betrachtete Punkt 5p im Endlichen liegt, dass also 
erstens a einen endlichen Werth besitzt und dass zweitens die Reihe y^ 

die Form hat 

1 1 

yo = A + Ä(^- «)" + ÄCa^ — «)- + . . . 

also nicht mit negativen Potenzen von x anfengt. Ware dies nämlich 
nicht der Fall, wäre etwa: 

y,={x — a)~- U + Ä(^ - a)"' + • • 7^ 

so brauchte man nur wie im § i y' = - an Stelle von y einzuföhren, 

um diesen allgemeineren Fall auf den hier behandelten zu reduciren. 

Ohne die AUgemeinheit zu beschrRnken können und wollen wir ferner 
voraussetzen, dass in der definirenden Gleichung (i) fiir z A„{Xyy)= i 
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und alle tlbrigen Coefficienten ganze Functionen von x und y sind, dass 
also jene Gleichung die Form hat: 

(3) f{z,y) = ^" + a^-i{x,y)z''-' + . . . + a^{pö,y)z + %{x,y) = o, 

wo alle ai(x,y) ebenfalls ganze Functionen von x und y sind; denn sollte 



z 



das nicht der Fall sein, so braucht man in (i) bekanntlich nur z = - , 

zu setzen; dann gentlgt i einer Gleichung von der Form (3). Besitzt die 
Gleichung fftr z die Form (3) so entsprechen jedem Punkt a; = a, y=p 
im Endlichen genau n gleiche öder verschiedene aber stets endliche be- 
stimmte Werthe TuT^y "*>Tn von z^ welche die Wurzeln der Gleichung: 

f + «n-i(a , p)f + . . . + a,(a , /9) = o 

sind. Die durch die Gleichung (3) definirte algebraische Function besitzt 
also den Character einer ganzen rationalen Function, und soU daher eine 
ganze algebraische Function von {x , y) genannt Averden. 

Wir setzen ferner voraus, dass jene Function f{z,y) mit ihrer nach 
z genommenen Ableitung f[{Zjy) keinen gemeinsamen Theiler hat, dass 
sie also för unbestimmte (x^y) keine gleichen Wurzeln besitzt. Auch hierin 
liegt keine Beschränkung der AUgemeinheit, denn einen solchen Theiler 
könnte man ja durch das Euclidische Verfahren bestimmen und vorher 
durch Division entfernen. Haben dann f{z) und f'{z) keinen gemein- 
samen Theiler, so känn man ebenfalls durch das Euclidische Verfahren 
zwei ganze Functionen von z^y und x g{z) und^j(;3?) so bestimmen, dass: 

(4) Mffi'i) + neM^) = D{x,y) 

ist, wo D{Xyy) eine durch jenes Verfahren sich ergebende ^«Wj?e Function 
von X und y, die sogenannte Discriminante von f{z) ist, welche also in 
der (a;^)-Ebene eine bestimmte Curve, die s. g. Discriminanteticurve darstellt. 
SoU nun fftr alle Stellen in der Umgebung des beliebig angenom- 
menen Curvenzweiges y = y© ^^^^ Reihe 

z = e^{x\a) + e,{x\a)(tf — y,) + ... 

gleichm&ssig convergiren, und die Gleichung f{Zyy) = o befriedigen, so 
muss zunächst fiir y =i/., d. h. fttr alle Punkte aufjenem Zweige z = eQ{x\a) 
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sein, d. b. (lie Reihe e^(a;|a) mu8S die Gleichung /(e^ , y^) = o in der Um- 
gebung der Stelle x = a befriedigen, welche ihan aus (3) erhalt, wenn 
man y durch die Potenzreihe y^^=^^{x\6) ersetzt. Die so sich ergebende 
Gleichung: 

(5) /"(^o , yo) = öJ + ««-i(yo , a;)^;-' + . . . + «o(yo , ^) = o 

besitzt dann als Coefficienten ganze rationale Functionen von y^ und a?, 
dieselben sind also sammtlich algebraische Potenzreihen von x — a, welche 
mit t/o gleich verzweigt sind, keine negativen Potenzen von x — a ent- 
halten und denselben Convergenzbereich wie y^ selbst besitzen. Jene 
Gleichung besitzt demnach genau n und nur n gleiche oder verschiedene 
Wurzeln : 

(50 é^{x\fx),ef{x\a),..,,e^^{x\6) 

welche ebenfalls algebraische Potenzreihen sind, die innerhalb einer end- 
lichen Umgebung der Stelle a gleichmfissig convergiren und keine negativen 
Potenzen von x — a enthalten. 

Lässt man den Punkt rr = a alle mögliche Umläufe machen, durch 
die y^ in sich selbst tibergefiihrt wird, so vertauschen sich die n Potenz- 
reihen e^^{x\6) unter einander. Sind 

é^^(x\(i) , . . . , e%\x\6) 

alle und nur diejenigen unter den n Wurzeln (6), in welche él^{x\ri) 
durch jene Umläufe ttbergeftthrt werden känn, so geniigen diese fur sich 
einer und zwar einer irreductiblen Gleichung p**° Grades 

deren Coefficienten rational von y^ abhängen, und welche ein Factor der 
ganzen Gleichung n**° Grades f{e^ ^y^) = in (5) ist. In gleicher Weise 
können auch die tlbrigen n — v Wurzeln in Gruppen zusammengehöriger 
Wurzeln geordnet werden, die den einzelnen irreductiblen Factoren von 
f{eo , 2/0) entsprechen. 

Unter jenen Wurzeln e^Q\x\a) können gleiche vorkommen; dieser Fall 
känn aber nur dann eintreten, wenn der Zweig y = y© ^^^ Discriminanten- 
curve angehört. Ist näiplich etwa 4'X^I®) ^^^^ niehrf^ch^ Wur:5el yop 
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/^(^o>!/o) = Oj SO ist sie auch eine Wurzel der Gleichung /''(^o > ^o) ""O; 
ersetzt man also in der Identität (4) y und z bzw. durch yo und 6i*\a;|a), 
so verschwindet ihre linke, also auch ihre rechte Seite, d. h. es inuss 
-^(^>yo) = o sein, w. z. b. w. 

Wir bezeichnen nun speciell eine jener n so bestiinmten R^ihen (5') 
durch e^{x\a) und setzen zunächst voraus dass sie keine mehrfache Wurzel 
von f{e^ , y^) = o, dass also sicher: 

(6) r(e.,.y.)=«=o 

ist. Wir zeigen dann, dass zu diesein Anfangsgliede eine und nur eine 
eindeutig bestimmte Reihe 

^0 = ^0 + ^i(y — Vo) + ^^df — yo)' + • • • 

gehört, deren sammtliche Coefficienten mit e^ gleich verzweigte algebraische 
Potenzreihen sind, welche in der Umgebung jenes Zweiges gleichmassig 
convergirt und die ursprftngliche Gleichung f(js^y) = o befriedigt. 
Zu diesein Zwecke setze ich: 

so dass die zu lösende Aufgabe jetzt die ist, in der Reihe: 

(6') c; =^0 —^0 = ^i(^l«)7 + ^2(^l«)7' + •• • 

die CoefiFicientcn c, , e,, . . . zu finden. Nun ist also: 

(7) fi^ytj) = f[e, + C^o + 7) = fi^.^Vo) + Cfioieo^l/o) + VtoÅ^yVo) 



wo allgemein 

'3«+ Vc« , y) 



gesetzt ist. Aus dieser Gleichung ergiebt sich, wenn man beachtet, dass 
/"K '.'/o) = O' f\o{'^oyyo) =4= o ist, folgende Darstellung fOr f 

(«) <= {-i:> - (^ f::)'' - ©'^- (^ '& -■■■ 
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Die Coeflficienten auf der rechten Seite dicser Gleichung sind ebenfalls 
algebraische Potenzreihen von x — a, welche mit c^(rr|a) gleichverzweigt 
sind, da alle jene Quotienten rationale Functionen von e^^y^j und x sind; 
ihr gemeinsames Convergenzbereich ist ebenfalls endlich, denn es stimmt 
entweder mit dem von e^ ftberein, oder es geht hin zu der n&chsten NuU- 
stelle von /io(^o>yo); ^.ber in dieser Gleichung (8) können einige Coeffi- 
cienten mit einer endlichen Anzahl negativer Potenzen von x — a beginnen. 
Da e^{x\aL) und y^{x\a) keine negativen Potenzen enthalten, so gilt das 
Gleiche von allén CoefiFicienten faie^ , y^)- ^^^ dann können also in (8) 
negative Potenzen von x — a auftreten, wenn der gemeinsame Nenner 

-1 = /',^,(e^ , y^) von positiver Ordnung ist. Ist dies der Fall, und setzt 

man in der Gleichung (4) des vorigen Abschnittes a? = a, y = yo> ^ = ^o> 
so verschwindet ihre linke, also auch ihre rechte Seite, man erhalt also 
för eine solche Stelle die Gleichung D(a,y^) = o, aus der sich ergiebt, 
dass in der Gleichung (8) in den Coeflficienten nur dann negative Po- 
tenzen von x — a auftreten können, wenn der Punkt 5p ein Schnittpunkt 
der Curve P mit der Discriminantencurve ist. Um diese negativen Po- 
tenzen, falls sie auftreten sollten, von vorn herein zu beseitigen, ftlhren 
wir an Stelle von rj und Cneue Variable rj^ und Ci durch die Gleichungen: 

(9) 7 = (^ — <^Yrj, , C^ix — aYC, 

ein, und wfthlen die ganzen Zahlen r und a so, dass sie möglichst klein 
sind, und dass sich in der aus (8) folgenden Gleichung fttr fj und yj^ 

(■o) c, = (-^)(''-«)'"'7, -(2^)(*-«)"-''!!-(^)(«-«)''!,C, 



_(.^^)(._,).c; 



alle] negativen Potenzen von x — a fortheben. Dieser Bedingung känn, 
da die Entwickelung in (8) abbricht, oflfenbar stets gentigt werden. Als- 
dann känn die jetzt zu lösende Aufgabe bei einfacherer Bezeichnung der 
EntwickelungscoeflFicienten in (10) und (6') folgendermasseii ausgesprochen 
werden : 

Es soll die Gleichung 
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in welcher die Coeflficienten ^io(^|a) > /7-2o(^l«)> ••• .^öjnjgfé Potenzreihen 
von X — a sind, durch eine Reihe: 

(iT) C, = Si(i*^|a)7, + ^^(^la)?? + • • • 

befriedigt werden. 

Diese Aufgabe känn nun, auch wenn man nicht voraussetzt, dass, 
wie 68 hier der Fall ist, die Reihe der Coefficienten gik{(x^\(i) abbricht, 
stets auf eine und auch nur auf eine Weise gelöst werden wenn nur die 
Reihe ^gik{<x^\oi)yj\C\ in einer endlichen Uingebung der Stolle tj^ = o, 
Cl = o, OJ = a gleichmftssig convergirt. Setzt man nämlich in (i i) fOr 
C^ die Reihe (ii') ein, und ordnet dann die rechte Seite der so sich 
ergebenden Gleichung 

(i ^'0 (^1^1 + ^2^? +...)= ^lo^i + SffikV\{^iVi + "«7? +•.•)* 

nach steigenden Potenzen von rj^ so ist dieselbe innerhalb ihres Conver- 
genzbereiches nur dann erfttllt, wenn die noch unbekannten Coeflficienten 
ej , e^ > • • • 80 gewahlt werden, dass die Coeflficienten auf beiden Seiten 
von (ii") gleich sind. So erhalten wir eine Reihe von Gleichungen: 

^2 ^^ ffio "r 5^11^1 I ^02^u 



und man erkennt leicht, dass sich allgemein aus der Vergleichung der 
Coeflficienten von rj\ auf beiden Seiten fttr e^ eine Gleichung ergiebt: 

in welcher die rechte Seite eine Summe einer endlichen Anzahl von Pro- 
ducten von den Coeflficienten fff^^ und den vorhergehenden Coeflficienten 
Sj , £3 , . . . , s^^i ist. Setzt man also den Werth von e, in die zweite, die 
so gefundenen Werthe von e^ und e^ in die dritte Gleichung ein und 
f&hrt so fort, so erhält man för jeden Coeflficienten s^ einen Ausdruck 
von der Form: 

(12) e* = Hi^iffioyff,^) (A+t.2.8,...) 
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welcher ebenfalls aus einer endlichen Anzahl der CoejBficienten g^^ , gj^ 
allein durch die Operationen der Addition und der Multiplication ge- 
bildet ist. 

Aus der Form der so gefundenen Ausdrticke fftr e,(a;|a), e,(ir|a),... 
folgt zunachst, dass aUe jene Coeflficienten algebraische mit g^^ und den 
Reihen g^j also auch mit ^o(^i^) gkichverzweigte Functionen sind, deren 
Entwickelungen in der Umgebung der Stelle (a; = a) keine negativen Po- 
tenzen von {x — a) enthalten, und welche innerhalb des oben angegebenen 
Convergenzbereiehes der Reihen g{x\ol) ebenfalls gleichmässig convergiren. 

Wir zeigen jetzt weiter, dass die so gefundene Reihe för 

als Function von x und von rj^ betrachtet innerhalb einer endlichen Um- 
gebung der Stelle (a; = a , i^j = o) glcichmftssig convergirt, und dass die 
aus ihr sich ergebende Reihe fiir z^ die Gleichung f{Zjy) = o nicht nur 
formål befriedigt, sondern eine Wurzel derselben in einer endlichen Um- 
gebung des Curvenzweiges (y = y© > I ^ — ^ I < ^) wirklich darstellt. 

Zum Beweise der Convergenz föhren nun die folgenden ganz all- 
gemeinen Betrachtungen: Denkt man sich in einer Potenzreihe von einer 
öder von mehreren Variablen, etwa in der Reihe: 



00 



alle CoefFicienten ^^ durch ihre absoluten Betrage ersetzt und diese noch 
beliebig vergrössert, so erhält man eine neue Reihe mit lauter positiven 
Coefficienten : 



00 oc 



p(a?) = .2:rpaev 



t»Oi=0 



fiir welche allgemein ^a^|iPa| ^st* J^de solche Reihe p{^rj) soll grösser 
als die Potenzreihe p{^) heissen, und diese Beziehung soll durch die Be- 
zeichnung 

characterisirt werden. Ist z. B. 

pi^) = p, + Pi^ + Pi^^ + .-• 
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eine Potenzreihe von einer Variablen, deren Convergenzradius p^ ist, ist 
ferner p < p^ und P gleich öder grösser als der grösste Werth, den 
|l>(0| *^^ ^^^ Peripherie des mit dem Radius p um den NuUpunkt be- 
schriebenen Kreises annimmt, so ist bekänn tlich allgemein: 

es ist also nach unserer Bezeichnung: 



p{^)<p{i+l + ^-;+...); 



also för alle Werthe |^| <p ist: 



r-( 



Ist nun för irgend eine Reihe p{^) ^ p{^)j so folgt aus bekannten 
Sätzen der Functionen theorie, dass der Convergenzbereich von p{^) gleich 
öder grösser ist als der von ^(cjy); convergirt also die grössere Reihe in 
einer endlichen Umgebung der Stelle (f = o , ly = o), so ist sicher das 
Gleiche för p(fty) der Fall. 

Ist ferner fur zwei Potenzreihen jp(fty) und q{^) 

so ergiebt sich dureh eine einfache Coefficientenvergleichung: 

p{^) + q{^)<p{^) + 9{^\ 

P{^)'Q{^)<P{^)'9{^) 

und das Gleiche gilt för die Summe und das Product von mehr als zwei 
Potenzreihen. 

Diese Sätze wende ich jetzt auf die vorher gefundene Reihe 

C, = ^i(^|«)7i + ••• 

an, deren Coefificienten St{x\a) convergente Reihen sind, welche nach ganzen 

Äela nuUhanuUiea. 23. Imprimé le 17 arrll 1900. 46 
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öder gebrochenen Potenzen von x — a fortschreiten ; wir nehraen allgemein 
an, sie schreite nach ganzen Potenzen von: 

e = (x — a)- 
fort 

Um nun die Convergenz jener Reihe: 

nachzuweisen, ersetzen wir alle Coeflficienten e4(^) durch geeignet gewahlte 
grösgere Potenzreihen ii(^) und brauchen dann nur zu zeigen, dass die 
so sich ergebende grössere Potenzreihe: 

in einer endlichen Umgebung der Stelle (^ = o , jy^ = o) convergirt Da 
nnn in den Bestimmungsgleichungen: 

die rechten Seiten aus den Reihen g{^) allein durch Addition und Mul- 
tiplication gebildet sind, so werden alle jene Reihen vergrössert, wenn 
jede Reihe g{Jz) durch eine grössere ersetzt wird. 

Es sei nun p^ der Radius des gemeinsamen Convergenzkreises aller 
Reihen .9^(0; beschreibt man dann mit einem Radius p<p^ einen Kreis 
um den Punkt f = o und ist O eine positive Zahl die grösser als der 
grOsste Werth ist, den alle jene Reihen absolut genommen auf diesem 
Kreise annehmen, so ist nach der obigen Bemerkung för alle Reihen 



P 



Ersetzt man daher in der Bestimmungsgleichung (11) alle Reihen ^io(0> 
g^[j^) durch die eine grössere Reihe ®(^), so ergiebt sich eine Reihe Ci(^i) 
welche sicher grösser ist als die zu untersuchende; ist demnach der Con- 
vergenzbereich von ^i endlich, so gilt dasselbe von (JJ. Die neue Reihe 
ist aber durch die Gleichung: 



C.=®(0('7, +J.,^*,Cf) 
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definirt, und diese känn f Qr alle | Cj | < i , | ly, j < i in der einfacheren 
Form geschrieben werden: 

C,°'8U)(,- _J,_,^, -(.+f,)) 

d. h. ^j ist durch die quadratische Gleichung definirt: 

Ärl — c, + B = o 
wenn zur Abkörzung 

Ä=i + @(0, B = ^^^ 

I — ?i 

gesetzt wird. Aus ihr ergiebt sich: 



- _ I— x/i —4^B 

wo das negative Vorzeichen der Wurzel zu wählen ist, da sich ^^ fQr 
ly, = o öder fiir B = o auf Null reduciren soU, und diese Wurzel känn 
un ter der Bedingung 

(3) |4^B|<i 

nach dem binomischen Satze in die Reihe: 

r^ = B+ AB' + 2A'B' + ^Ä'B' + ... 

entwickelt werden, welche alsdann fttr alle der Bedingung (13) genttgen- 
den Werthsysteme f , rj^ gleichmässig convergirt. 
Aus dieser Bedingung (13) 



\4ÄB\ = 



4(1 + ®(^))@(0i-=^ 



< I 



ergiebt sich aber unmittelbar die einfachere: 



M'^{i + 2®i$)r 



(''Tzni) 



Wie nahe also auch p dem gemeinsamen Convergenzradius p^ aller Reihen 
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g{^)y und wie nahe dann auch |^| an p gewählt werde, immer ergiebt 
sich för |)yj ein endlicher Convergenzbereich, und man erhalt so das 
Resultat, dass die Reihe Ci(f >7i) ^"^o a fortiori die kleinere Eeihe Ci(^>7i) 
stets in einer endlichen Umgebung der Stelle ^ == o, ly^ = o convergirt, 
wenn man nur $ innerhalb des Convergenzbereiches der Reihen g{^) be- 
liebig annimmt. 

Substituirt man jetzt die so gefundene convergente Potenzreihe ftlr 

Cl in ((t), ersetzt wieder ^ durch {x — a)* , t]^ durch ^ und Ci 
durch so erhalt man jetzt aus (6') als eine Lösung der Gleichung 

{x a) 

f{^jy) = ^ di^ folgende Reihe: 

wo 6j,(rr|a) die vorher gewählte einfache Wurzel von f{%^yQ) = o be- 
deutet und allgemein: 

ei{z\a) 



e,{x\a)-=^ 



{x — a) 



M—\ 



ist. Diese Reihen convergiren ebenfalls innerhalb des vorher bestimmten 
Convergenzbereiches gleichmässig, nämlich innerhalb eines Kreises, welcher 
entweder mit dem Convergenzbereiche des Anfangsgliedes e^{x\oL) identisch 
ist, öder dessen Peripherie durch die nächste Nullstelle von f'{e^ , y^) 
hindurchgeht. Selbstverständlich ist von diesem Bereiche noch die Stelle 
x = a selbst auszuschliessen, wenn einige von jenen Reihen ejt{x\a) mit 
negativen Potenzen von x — a beginnen. Da diese Reihe z^ durch die 
Substitutionen : 

in die vorher behandelte Reihe Ci(^,7i) tibergeht, so folgt, dass auch 
diese Reihe z^ als Function von x und y betrachtet stets innerhalb einer 
endlichen Umgebung des Curvenzweiges y = y^ gleichmässig convergirt, 
wenn man x innerhalb des vorher angegebenen Convergenzbereiches der 
Coefficienten e*(a;|a) beliebig annimmt. 

Endlich beweise ich noch, dass die so bestimmte convergente Reihe 
z^ die Gleichung f{z , y) = o in einer endlichen Umgebung des Curven- 
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zweiges (y = yo) ^^^^* jeder vorgegebenen Genauigkeit befriedigt, hier also 
wirklich eine Wurzel jener Gleichung darstellt. Die Function f{z ^ y y x) 
ist aber als ganze Function jener drei Variablen in einer beliebig grossen 
endlichen Umgebung jeder endlichen Stelle convergent; ersetzt man also 
jene drei Variablen durch die AusdrQcke: 

x = a + ^%- 

wo Cl die vorher gefundene Reihe 

bedeutet und beachtet man dabei dass jene drei • Reihen in endlicher 
Umgebung der Stelle (^ = o, 7j^ = o), eventuell mit Ausschluss der Null- 
stelle selbst, gleichmässig convergiren, so convergirt in derselben Um- 
gebung aucb die so sich ergebende Potenzreihe von ^ und rj^ 

und känn also nach steigenden Potenzen^von tj^ geordnet werden, und 
da hierbei wegen der Gleichungen fOr die 6i,{^) alle Coefficienten iden- 
tisch ,Null werden, so folgt, dass in der That die so bestimmte Reihe 
Zq eine Wurzel der vorgelegten Gleichung in der Umgebung der Stelle 
{!/-=^yo y x=a) darstellt. 



§ 6. IHe Entwickelung der algebraischen JFu/ndionen in der 
Umgebung ei/nes singiiUiren Curvenzweiges. 

Durch die Untersuchungen des letzten Abschnittes ist bewiesen, dass 
die n Wurzeln einer algebraischen Gleichung mit ganzen* rationalen Coeflfi- 
cienten 

(i) f{z ,xy)=z'' + a^-,{xyy-' + . . . + «i(^y)^ + %{^y) = o 
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in der Umgebung eines Curvenzweiges (tf = yQ,\x — a| < (?) in gleich- 
mässig convergente Reihen 

('0 ^o(^ I «) + ö,(a? I a)(tf — yj + e^{x \ a)(y — y^y + ... 

entwickelt werden können, falls jener Curvenzweig regular ist, d. h. nicht 
der Discriminantencurve angehört. 

Wir woUen jetzt erstens die Voraussetzung fallen lassen, dass der 
CoeflTicient A^{xy)^= i, dass also z eine ganze algebraische Function von 
X und y ist, und dann auch die weitere, dass der Curvenzweig (y = yo) 
ein regulärer ist. Alsdann ändert sich der Character der Potenzreihen 
(r) fiir die Wurzeln, wie jetzt gezeigt werden soU, einmal in der Weise, 
dass dieselben auch mit einer endlichen Anzahl negativer Potenzen von 
y — y© beginnen können, wie dies vorher auch för die rationalen Func- 
tionen /(y , x) in der Umgebung einer ihrer Polcurven bewiesen wurde. 
Zweitens aber können in der Umgebung einer singulären Curve einige 
von den Reihen för die n Wurzeln nicht mehr nach ganzen sondern nach 
gebrochenen Potenzen des Linearfactors y — y^ fortschreiten, ähnlich wie 
dies ftir die algebraischen Functionen von einer Variablen in der Um- 
gebung eines Verzweigungspunktes der Fall ist. Gerade diese singulftren 
Curven sind fiir die ganze Theorie von fundamentaler Bedeutung, denn 
sie spielen hier in der That dieselbe RoUe, wie die Verzweigungspunkte 
der Riemannschen Fläche in der Theorie der algebraischen Functionen 
einer Variablen. 

Um jetzt das vorgelegte Problem gleich in seiner allgemeinsten Form 
zu umfassen und zu lösen, stellen wir uns die folgende Aufgabe: 

Es sei z als algebraische Function von x und y durch eine be- 
liebige Gleichung: 

(i) f{z , xy) = Ä^{xy) + A,{xy)z + . . . + A^{xy)sr = o 

mit rationalen Coefficienten definirt; es sollen ihre n Wurzeln in 
der Umgebung eines beliebigen Curvenzweiges 

y=y^y \x — a\<d 

durch convergente Reihen: 

^ == %i^ I «)(y — yo)" + «i (^ I «)(y — y«)" + • • • 
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dargestellt werden, welche nach steigenden Potenzen des zugehörigen 
Linearfactors fortschreiten, ftlr welche also s^, < s, < s.^ < . . . ist. 

Zur Abkftrzung setzen wir wieder 

1 

(2) {x — ay = e, y — tj^=yj 

wenn die Potenzreihe y^ nach ganzen Potenzen von {x — a)" fortschreitet; 
alsdann entspricht der Umgebung des Curvenzweiges {y=yQy x = a) die 
Umgebung der Stelle (f = o, iy = o). Wir denken uns dann die (n + i) 
Gleichungscoefficienten ^(a? , y) nach ganzen Potenzen von tj in der Um- 
gebung von (^ = o, 17 = o) entwickelt; dann mogen sich die folgenden 
Reihen ergeben: 



(3) 



M^ . y) = %{S)r + K{^)r^' + • • • . 

A,{x , y) = a^{$)f^ + MS)7J'^^' + . .. , 
An{x , y) = a,(6)iy^ + ft„(c)r^' + • • • . 



wo also die ganzen Zahlen p^^ p^j ...,/>„, die positiv, negativ öder Null 
sein können die Ordnungszahlen der Gleichungscoefficienten för den Li- 
nearfactor rj = y — y^ sind, und die a^(f ) , ft,(^) , . . . algebraische Potenz- 
reihen nach ganzen Potenzen von f bedeuten. 

Substituirt man diese Reihen för die Coefficicnten, so erhält man 
eine Reihe f{^, Srj) nach ganzen Potenzen von Zy f und ly, welche, da 
sie in Bezug auf z nur von endlichem Grade ist, in endlicher Umgebung 
der Stelle (^ = o, f = o, rj = 0) gleichmässig convergirt. Setzt man nun 
fiir z eine nach ganzen öder gebrochenen Potenzen von rj fortschreitende 
Reihe 

(4) iJ,=eo(0'y'- + «.(W + --- 

und convergirt diese ebenfalls gleichmässig in der Umgebung der Stelle 
(c ^-^ ^ = o) 80 wird 

f{z, , ^ 7) = B,{S)f' + B,{$)7i^' + . . . 

eine ebenfalls nach Potenzen von rj fortschreitende Reihe; diese wird 
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daiin und nur dann identisch Null, wenn alle Coefficienten B^(f), J?j(c), ... 
identisch verschwinden; offenbar sind diese ganze Functionen der Coeffi- 

cienten ^o(^) » ^i(^) ' • • • ^^^ ^oj während die Exponenten To ' Ti ^ • • • ^^^ 
den Exponenten e^ , s^ , . . . linear zusammengesetzt sind. Die Aufgabe, 
die Rei^e z^ als Wurzel der Gleichung f{z^^rj) = o zu bestimmen, re- 
ducirt sich also darauf^ 

es sollen die unbekannten Exponenten e^, , ej , s, , . . . und die 
unbekannten Coefficienten e^[^) , e^{^) , e^{^) , . . . der Reihe b^ in (4) 
so bestimmt werden, dass sich in der Entwickelung der Reihe: 

alle CoeflEicienten B^{^) , Bj(f) , . . . auf NuU reducieren. 

Wir suchen nun zunächst z^ so zu bestimmen, dassdas Anfangsglied 
B^[^)yf* jener Entwickelung verschwindet, und wir zeigen, dass durch 
diese Forderung nur das Anfangsglied ^0(^)7'* ^"^ zwar genau w-deutig 
bestimmt wird, entsprechend den Anfangsgliedern der Potenzreihen, in 
welche die n Gleichungswurzeln in der Umgebung der Stelle (6 = ly = o) 
entwickelt werden können. 

Setzt man in die linke Seite der vorgelegten Gleichung: 

n 

f{z,xy)=YAi{xy)z' 



t = 



ftlr die Coefficienten Ai{x , y) ihre Entwickelungen (3) und ftir z die noch 
unbekannte Entwickelung (4) von z^ ein, so ergiebt sich fiir f{ji^ , ^rj) 
die Reihe: 

n 

und man erkennt ohne Weiteres, dass die Summe der Anfangsglieder der 
(n + i) Producte AiZ^ gleich: 

(5) foiv) = «o(^)^''- + ^Å^)eor^'' + a,{^)elrf^'^'^^ + . . . + an(0^3^-^"'- 

ist, und dass man ftir einen gegebenen Werth des Exponenten e^ das 
Anfangsglied B^{^)rf' einfach findet, wenn man in f^[7)) alle diejenigen 
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Glieder flr,(f )éjiy^'*"'*» zusammenfasst, fiir welche die Exponenten p^ + is^ von 
fj den kleinsten Werth besitzen. 

Hieraus folgt zunachst, dass s^ nicht so gewählt werden darf, dass 
nur einer der (n + i) Exponenten: 

/^o ' /^i + ^0 ^ • • • ' /^« + ^*^o 

den kleinsten Werth besitzt, denn wäre etwa p^ + ie^ kleiner als alle an- 
deren Exponenten Pk + ks^ so begftnne die Entwickelung von f{z^j^rj) 
mit dem einen Gliede niedrigster Ordnung a^(f)eo3y'**'^*** und z^ könntc 
nur dann eine Gleichungswurzel sein, wenn a,(6)^o(^)*="^ ^^^^y ^^ ^t(f) =+= o 




ist, wenn e^{^) = o wftre. Es ist demnach e^ so zu wählen, dass minde- 
stens zwei Exponenten etwa pg + gs^ und ^, + h^ den kleinsten Werth 
haben, d. h. dass die beiden Bedingungen erfttUt werden: 



(6) 



ro = P9 + 9^0 =^ Pi + f^y 

pk + *^o > ro- 



(*-0, 1,2, ...,«) 



Um nun alle Werthe von e^ zu linden, welche diesen beiden Be- 
dingungen (6) gentlgen, wenden ynr die folgende geoinetrische Reprasenta- 
tion an, welche in beschränkteren Unifange bci dem s. g. Newton^schen 

Ada mathånuUiea, 28. Imprimé le 28 arrll 1000. 47 
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Parallelogramme benutzt wird. In einem rechtwinkligen Coordinaten- 
systeme denken wir uns die (w + i) Punkte: 

SO fixirt, dass allgemein ftlr den Punkt 3l< die Abscisse rr^ = i, die Ordi- 
nate yi = pi, d. h. gleich der Ordnungszahl des i**° CoeflRcienten Aiix^y) 
in Bezug auf den Linearfactor rj ist. Denkt man sich nun alle jene 
Punkte %Qy%ij . . . , 3ln durch parallele Strahlen auf die Ordinatenachse 
projicirt, und sind ®o > ®i > • • • » ®« ^^^ Projectionen jener n Punkte, so 
ist allgemein die Ordinate von ©^ gleich Pi-^- itg^^ wenn ^ der Steigungs- 
winkel der Projectionsstrahlen ist. Setzt man also 

so dass also e^ die Steigung der Strahlen 31»®» bedeutet, so sind die Or- 
dinaten der (n + O Projectionen 58^ ...93„ gleich 

sie stimmen also mit den Exponenten von rj in (5) tiberein. Also wird 
man den beiden Bedingungen (6) dann und nur dann genögen, wenn die 
Steigung e^ so gew&hlt wird, dass von den (n + i) Punkten 58* die beiden 
untersten, etwa 33^ und ©, zusammenfallen. Dieser Bedingung wird 
oflfenbar genögt, wenn als Projectionsstrahl eine Sehne %%g so gewählt 
wird, dass alle anderen Punkte 3lo • • • ^n oberhalb öder auf jener Sehne 
bzw. ihrer Verlangerung liegen, wenn jene Sehne also die Punktreihe 
^0 ) ^1 j • • • > ^n i^ö-ch unten begrenzt. 

Alle diese Begrenzungssehnen und damit alle möglichen Werthe von 
e^ findet man somit durch die folgende einfache Construction : Man ver- 
binde den letzten Punkt %„ durch éine Gerade 9i„a« niit demjenigen 
Punkte 31^, welche von ?(« aus gesehen am tiefsten liegt. Falls mehrere 
Punkte auf dieser Sehne liegen, wahle man fur 51^ den aussersten von 
jenen Punkten. Hierauf verbinde man 31^ genau ebenso mit demjenigen 
von den frtiheren Punkten, % durch die Gerade %u%f welcher von 3l« 
aus gesehen am tiefsten erscheint, und fahre in derselben Weise fort, 
bis zuletzt ein Punkt ?(, mit dem ersten Punkte Sl^ durch eine Sehne 
9l,9lo verbunden wird. Auf diese Weise ergiebt sich ein nach unten con- 
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vcxes Polygoii 3I„3I«ä^. . . %%j durch welches die Punktreihe nach unten 
begrenzt wird. 

Es sei nun %Wg eine jener Begrenzungssehnen, % = (I ^ p^ ihr An- 
fangspunkt und ^g = {g j Pg) ihr Endpunkt, so dass l> g, also in der Reihe 
^^0 > 5li ? • . . , 3l„, % ein späterer Punkt ist. Dann ist die Steigung e^ der 
Geraden %^ durch die Gleichung: 

gegeben, also positiv, negativ öder NuU, je nachdem p^ = /?, ist. Es seien 
ferner der Reihe nach etwa 

alle diejenigen unter den (n + i) Punkten, welche aw/* jener Sehne und 
nicht iiber ihr liegen. Dann ist 

ro=Pi + ^^o=Pk + *^o = pi + i^o=Ph + ^^Q=pg + g^^j 

wfthrend fftr alle Clbrigen oberhalb %% liegenden Punkte ^^ 

p^ + Xe> ro 

ist. Dann ist das Aggregat B^{^) aller mit der niedrigsten Potenz rf* 
von 7j multiplicirten Glieder in der Entwickelung /{e^ , $r]) gleich: 

es besteht nämlich aus allén und nur den Producten a^(^)6j, ftlr welche 
die zugehörigen Punkte 31^ auf dieser Begrenzungssehne %%g liegen. Wahlt 
man also fUr den Exponenten des Anfangsgliedes von 0Q=6o{^)y]'* + .•• 

speciell diesen Werth — y so verschwindet das zugehörige Anfangs- 

glied -B^(f) dann und nur dann, wenn e^(^) eine der (/ — g) von NuU 
verschiedenen Wurzeln der Gleichung V^^ Grades: 

öder also eine der Wurzeln der Gleichung {I — ^)^° Grades: 
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ist, deren Coefficienten a,(^) . . . algebraische Potenzreihen von f sind. 
Diese Gleichung besitzt nun genau {I — g) Wurzeln welche in irgend 
einer Reihenfolge durch 

bezeichnet werden mogen; auch sie sind sämmtlich bestimnite algebraisohe 
Potenzreihen die im Allgemeinen nach ganzen Potenzen, und nur dann 
nach gebrochenen Potenzen von ^ fortschreiten, wenn die Stelle ^ = o 
gerade einem Verzweigungspunkte der der Gleichung ^{e) = o zugehörigen 
Riemann'8chen Fläche entspricht. 




Fig. 2. 

So ergiebt sich das folgende Resultat, welches der Einfachheit wegen 
nur fttr den in Fig. 2 angenommenen Fall von drei Begrenzungssehnen 
ausgesprochen werden mag, das aber natQrlich ganz allgemein gilt: 

Da mit eine Potenzreihe: 

eine Wurzel der Gleichung f{0 , ^rj) in der Umgebung der Stelle- 
(c = o , ly = o) darstelle, muss zunächst der Exponent e^ ihres Anfangs- 
gliedes einen der Werthe: 



^0 = 



P o—p' 

o 8 



So 



fh— Pi 



// 



^ Pt—Pn 



t — n 



besitzen, welche der Steigung der drei Begrenzungssehnen 



3l,9lo,9lr«, , 91» 91, 
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gleich sind. Damit ferner e^(f) der einem jener drei Exponenten 
^0 > -o > ^o' zugehörige Anfangscoefficient sei, muss e^ elne von Null 
verschiedene Wurzel von einer der drei zugehörigen Gleichungen sein 






o, 
o, 
o, 



deren linke Seiten aus denjenigen Producten a,(^)ö* gebildet sind, 
fttr welche die zugehörigen Punkte % bzw. auf der ersten, zweiten, 
dritten Begrenzungssehne liegen. 

Da 80 zu den Exponenten ©o > ^o > ^o' bzw. je s , t — $ y n — t von 
Null verschiedenen CoeiBficienten ö^(^) gehören, so ergiebt sich die Anzahl 
der mOglichen Anfangsglieder ^o(f )7** genau gleich 5 + (<— «) + (n — <) = n. 
Im Folgenden soll nun weiter gezeigt werden, dass in der That zu jedem 
dieser n Anfangsglieder eine und nur eine Gleichungswurzel gehört, d. h. 
dass man wirklich eine Darstellung aller n Wurzeln jener Gleichung in 
der Umgebung der Stel le (^ = o , ^ = o) auf diese Weise erhält. 




Fig. 3. 

Wir ziehen aus diesem Kesultate gleich eine fUr das Spätere wichtige 
Folgerung: Es sei z eine ganze algebraische Function, es seien also in 
der Gleichung: 

f{g) = -0" + a„-i(a^)j5*~' + . . . + »o(^) = o 
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alle Coefficienten ganze Functionen von x und y. Ist dann P{(cy) eiiie 
beliebige irreductible ganze Function von x und y, und y — tfQ einer 
seiner Linearfactoren in y, so beginnen die Entwickelung aller Coefficienten 
ai{xy) nach Potenzen von y — y^ mit nicht negativen Potenzen; es sind 
also in den Entwickelungen (3) alle Exponenten p^ > o und p^ = o da 
A^{xy) = I ist. In dem zugehörigen Diagramme besitzen also alle Be- 
grenzungssehnen nothwendig cine positive Steigung öder die Steigung Null, 
und es ergiebt sich somit der Satz: 

Ist a eine ganze algebraische Function, so känn die Gleichung 
f{z j xy) = o niemals durch eine Reihe e^{x){y — y^)** + ••• befriedigt 
werden, deren Anfangsglied von negativer Ordnung ist. 

Fttr die Folge brauchen wir nur die Entwickelung von einer jener 
n Wurzeln zu finden; ist nämlich bewiesen, dass/erfe Gleichung mindestens 
eine solche Reihe als Wurzel besitzt, so wird sehr einfach gezeigt. werden, 
dass jede Gleichung genau so viele solche Wurzeln hat, als ihr Grad 
angiebt. Wir woUen daher im Folgenden nur eine und zwar eine von 
denjenigen Reihen öo(*»)^^* + • • • aufsuchen, deren Ordnungszahl e^ den 
grössten Werth hat. Ftlr sie ist e^ einfach die Steigung der letzten Be- 
grenzungssehne 3l,2Io in dera Diagramme, d. h. es ist 



e. =---^ = Maxi^^^ , ^^ , . . . , ^^)^ 



'« 8 



wo also s so zu wahlen ist, dass jener Quotient möglichst gross ist. Fllr 
diese speciellen Wurzeln höchster Ordnung gilt daher der Satz: 

För die Reihen ^0(^)7** + • . • höchster Ordnung, welche die 
Gleichung f{z) = o in der Umgebung der Stelle ^ = ly = o be- 

friedigen, ist e^ = — — , wo s so zu wählen ist, dass e^ möglichst 

gross ausfallt, und der Coefficient e^ ist eine der s Wurzeln der 
Gleichung 5**° Grades: 

f^o(^o) = «XO^o + . . . + (^t{^)e'o + a,{^)el + . . . + a^iS) = o 
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wo a, . . . a^ , a^ . . . öo die Anfangsglieder von denjenigen Gleichungs- 
coeflTicienten A, . , . A^ j Af^ . . . A^ sind, fQr welche die Quotienten 

8 "■ k " h — ••• — ^0 

ebenfalls gleich e^ sind. 



§ 7. Berechnung einer Oleichungstvurzel au» ihrem Anfangsglieder 

Es sei nun c^(<f)iy'* das Anfangsglied einer der s Wurzeln höchster 
Ordnung der Gleichung /*(;?) = o; es sollen jetzt alle folgenden Glieder 
jener Wurzel gefunden werden. Zu diesera Zwecke ersetzen wir z durch 
die neue Variable z^^ welche durch die Gleichung: 

(i) z = e^yj'^ + z^ 

mit z zusammenhängt, dann ist also: 

(r) z, =e^yf' -^e^rf^ + ... 

das Aggregat der noch unbekannten folgenden Glieder unserer Reihe. Die 
neue Unbekannte ist dann die Wurzel der Gleichung n**° Grades: 



d. h. Zy^ gentlgt als Function von ^ und iq betrachtet einer Gleichung: 
(2) r,(^J = ^J(fiy) + A\{^)z, + .. . + A'^{^)z\ = o, 

in welcher allgemein: 

ist. 

Hier ist nun wieder 

SO zu bestimraen, dass in der Entwickelung von 

fM) = UM' + •••) = -B;(f )^^' + . . . 
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nach Potenzen von r) alle Coeflficienten BJ(c),... der Potenzen von yj 
der Reihe nach verschwinden ; hierzu muss zunftchst wieder der Exponent 
e^ und der Coefficient e^{^) des Anfangsgliedes so bestimmt werden, dass 
sich das Anfangsglied -Bi(?) auf Null reducirt, und diese Bestimmung känn 
offenbar wörtlich ebenso gemacht werden wie dies im vorigen Abschnitte 
fur e^{^) und e^ angegeben wurde. 

Um diese Aufgabe zu lösen, denke ich mir die neuen Gleichungs- 
coefficienten A'^{^) nach Potenzen von vj entwickelt, und es sei: 

(3) ^i(c5?) = a;(c)r/* + . . . , (*=o,i n) 

so dass also allgemein A'j, die Ordnungszahl p[ in Bezug auf i^ besitzt, 
und ich construire nun die Punktreihe ?li?lj . . . ^i welche die Coordi- 
naten (o , ^J) , ( i , /?J) , . . . , (w , ^i) besitzen. Begrenzt man diese Punkte 
wieder von %'^ ausgehend nach unten durch ein convexes Sehnenpolygon, 
so muss ei notwendig die Steigung einer jener Begrenzungssehnen sein. Soll 
ferner die Ordnungszahl e^ von Zq ebenfalls möglichst gross sein, so muss 
för Bl die Steigung der letzten Begrenzungssehne gewählt werden. Wir 
woUen auch hier diese weitere Bedingung einftlhren, da es nur auf die 
Bestimmung einer Wurzel ankommt. Nach dem am Schlusse des vorigen 
Abschnittes bewiesenen Satze ergiebt sich dann fiir den Exponent s, die 
Bestimmung 

^ «j \ I ' 2 ' ' n / 

wo 5, also so zu wahlen ist, dass jener Quotient so gross als möglich 
ausfallt, und der zugehörige Coefficient Ci(^) ist eine der Si Wurzeln der 
Gleichung 5/*° Grades: 

9i{e) = <(c)6;« + . . . + a;(c)ai + . . . + a;(?) = o, 

wo a,'(^) . . . a,-(f) . . . aj(f) die Anfangsglieder von allén und nur den 
Coefficienten ...A^... sind, för welche die zugehörigen Punkte ?l,\..?lj'...?lj 
auf der letzten Begrenzungssehne dieses zweiten Diagrammes liegen. 

In derselben Weise fortfahrend känn man nun beliebig viele Glieder 
jener Reihe berechnen. Man mtisste jetzt nachdem das Glied ^i(f)^*' be- 
stimmt ist, statt Zi die neue Unbekannte z^ durch die Gleichung: 

^1 =^ii^>j" + ^, 
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bestimmen; dann genttgt ^r, der Gleichung n**° Grades: 

^(^J = fiM' + ^,) = ^öi^v) + ^li^V)^. + . . . + A':{^7i)zl = o 

lind das Anfangsglied e^{^)rj'* von z^ känn aus dieser Gleichung genau 
wie vorher angegeben wurde, berechnet werden u. s. f. 
Auf diese Weise erhalt man eine Reihe: 

deren Glieder durch ein wohl definirtes Verfahren beliebig weit berechnet 
werden können. Wir werden jetzt beweisen, dass diese Reihe nach stei- 
genden ganzen öder gebrochenen Potenzen von rj fortschreitet, dass sie in 
einer endlichen Umgebung der Nullstelle gleichmftssig convergirt, und in 
dieser eine Wurzel der vorgelegten Gleichung darstellt. 



§ 8. £>ie gefundene Reihe z^ schreitet nach steigenden Potenzen 

van 7] fort. 

Ich zeige zunftchst, dass die ira vorigen Abschnitt bestimmte Reihe 

z^ = ^0(^)7** + ^i(^)^** + ••• ^^ der That nach wachsenden Potenzen von 
7j fortschreitet, dass also stets e^ < e^ < e^ < . . . ist. Da aber allgemein 
der Exponent e^^i auf genau dieselbe Art aus e^ hervorgeht wie e^ aus 
e^ bestimmt wurde, so braucht nur der Beweis geffthrt zu werden, dass 
e, > e^ ist. Hierzu ftihrt nun die folgende principiell wichtige t)ber- 
legung, mit deren Httlfe nicht nur diese specielle, sondern auch alle an- 
deren hier sich darbietenden Fragen tiber jene Reihe, ausgenommen die 
nach ihrer Convergenz, beantwortet werden können. 

Der Gleichmässigkeit wegen werde die im vorigen Abschnitte in der 

Gleichung s^ = — — ^ eingefilhrte Zahl s im Folgenden mit s^ bezeichnet, 

es sei also: Sq=^— — — die Ordnung des Anfangsgliedes unserer Reihe, 
und ' ; 

die linke Seite der Gleichung s^^ Grades, deren Wurzel der Anfangs- 
coefficient e^ ist. Setzt man dann In f[z) z=^€rj'% wo e eine Unbestimmte 

Äeta mathåmatiea. 23. Imprlmé le 21 ATril 1900. 43 



378 K. HeDsol. 

bedcutet, so beginnt die Entwickelung von /"(e^'") nach Potenzen von rj 
mit f>o(^)7^% ^- ^' ^® besteht för ein variables e die Gleichung: 

wo j9o > /t>o ist. 

Setzt man in dieser Identität 



so wird ihre linke Seite: 



I ^1 



d. h. durch jene Substitution geht die linke also auch die rechte Seite 
von (i) in die Gleichung f^{z^ tiber, deren Wurzel ^i=^i^^' + ••• ist. 
Diese Gleichung liefert daher auch eine directe Bestimmung der Ordnungs- 
zahlen /?i, welche die Gleichungscoefficienten A^i^iq) in f^{z^ besitzen; 
entwickelt man nämlich in der aus (i) und (i') folgenden Gleichung: 

die rechte Seite mit Hftlfe des Taylor'öchen Sjitzes nach Potenzen von z^^ 
80 foigt: 

man erh&lt also durch CoefFicientenvergleichung fiir die (n + i) Glei- 
chungscoefficienten ^i(^^) die folgenden Entwickelungen nach Potenzen 
von ^: 

Da aber p^ > p^ war, so folgt, dass die Ordnung yoi von -4i(fiy) stets und 
nur dann gleich p^ — /re^ ist, wenn ^f^{e^) =4= o, im entgegengesetzten 
Falle aber sicher grösser als p^ — ke^ ist. Man känn also för jeden 
Werth von k 

(2) pl^p^— ke^ + dt (*-o,i... .n) 
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setzen, wo d^ nur dann verschwindet, wenn ^^0*^(0^) =4= o ist, sonst aber stets 
einen positiven Werth hat. 

Die Reihe e^ ist nun eine der s^ Wurzeln der Gleichung ^oK) =^ ^J 
um gleich die allgemeinste Annahme zu machen, werde vorausgesetzt, 
dass e^ eine ^^-fache Wurzel derselben, dass also: 

ist, wo jetzt ^0(^0 ) * ^ ^®*'- Alsdann verschwinden bekanntlich die \ ersten 
Ableitungen: 

fiir e =^ e^ wahrend f^^^^{e^ sicher nicht verschwindet. Daraus folgt, dass 
in der obigen Gleichung (2) die X^ ersten Zahlen c?^ , <?j , . . . , (?;t,-i sicher 
positiv, dx^ aber sicher gleich Null ist, dass also 

(2') Px. = Po— K^o 

ist. 

Mit Hulfe diescs Resultates känn nun leicht bewiesen werden, dass 
Sj > e^ ist. In der That war: 

^ 8^ \ I ' 2 ' ' n / 

Nun ist aber allgemein wegen (2) 

Po — pk _ (po +^0) — Qoq — ^gp + Sk) _ -. I ^0 — Sk 
k ~ k "" ^0 "1" 4 

also: 

und von jenen n Brtlchen ist mindestens einer, naralich -^-r — ^ = -5 positiv, 
also ist sicher: 

und hierrait ist jener Beweis vollstftndig erbracht, d. h. es ist erwiesen, dass 
jene Reihe nach steigenden Potenzen von rj fortschreitet. 
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§ 9. Thetlting der Heihe z^ in ihren vegulären und 

irregulären Tfietl. 

Aus denselben Betrachtungen folgt aber jetzt ein weit wichtigeres 
Resultat ftlr unsere Keihe z^* 

Der erste Coefficient e^ war eine ^^-fache Wurzel der prsten Coeffi- 
cientengleichuiig ff^{e) = o vom Grade s^. Ganz ebenso ist die zweite 
Coefficientengleiehung 



vom Grade s^. Wir fuhren jelzt den wichtigen Nachweis, dass stets 
Sj < Sq ist, und zwar zeigen wir gleich die Richtigkeit des folgenden sebr 
viel tiefer gehenden Satzes: 

D^ Grad s, der zweiten Coefficientengleiehung jp^(c) = o ist 
höchstens gleich der Zahl Å^ welche den Grad der Vielfachheit der 
Wurzel e^ in der ersten Coefficientengleiehung angiebt. 

Jener Grad s^ ist namlich die grösste Zahl, fUr welche der Quotient 

möglichst gross ausfällt. Hieraus folgt aber leicht, dass s^ nicht grösser 
als \ sein känn. Ist nänilich A; > ^ so ist 

<?o — Sk <?o — Sk ^ ^0 ^^ ^0 — Sx^ 

weil k > Å^, <?*> o, und åx,==o ist; es ist also stets 

p'« — p'k ^p'« — Ph 



< 



Å 



O 



d. h. der Grad s^ der zweiten Coefficientengleiehung rauss eine der Zahlen 
I , 2 , . . . , ^ sein, w. z. b. w. 

■ "• ■■■# 

Sind jetzt ^^(e) = o, ^i{e)=^o, f>j(c) = o, ... die erste, zweite, dritté, 
. . . Coefficientengleiehung för unsere Reihe, und sind c^ , ^i , ö, j . . . bzw* 
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Xq , A, , <A,-fache Wurzeln jenerGlei chungen u. 8. w., so känn man ihre linken 
Seiten folgendermassen schreiben: 



wo allgenjein ^t{e) die Wurzel ^ = ^4 nicht mehr énthält. Sind endlicb 
^0 > ^1 ' ^« ' • • • ^^® Grade jener Gleichungen, so folgt aus dem soeben be- 
wiesenen Satze, dass: 



und es zeigt sich so, dass för eine beliebige ä;+ i*" Coéfficientengleichung 
im Allgemeinen: 

ist; nur dann känn 5^+1 = 5^ sein, wenn auch ^ = 5^ ist, d. h. wenn die 
nächstvorhergehende Coéfficientengleichung: 

ist, also nur die einzige Wurzel e^ besitzt. Da somit die Grade 5^,5^,5,,... 
der Coefficientengleichungen, wie weit man auch gehen mag, immer ab- 
liehmen, öder gleich bleiben, so mössen von einem gewissen Gliede an 
alle folgenden Gleichungen von einem und demselben Grade sein. Es 
sei e^{Sy^ jenes Glied und es sei 

der gemeinsame Grad aller jener Coefficientengleichungen. Nach dem 
soeben bewiesenen Satze besitzt dann aber jede der folgenden Glei- 
chungen f>i{e) = o nur eine einige Wurzel d. h. es ist, wie weit man 
auch in der Reihe z^ gehen mag: 
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Im folgenden Paragraphen wird bewiesen werden, dass jene Gleichungen 
(i) stets linear wcrden, d. h. dass 8=1 ist, falls die GleichuDgsdiscri- 
minante D(xy) nicht identisch verschwindet, falls also die Gleichung 
f(z j xy) = o fflr variable x , y keine gleichen Wurzeln hat. Fur die 
folgenden Betrachtungen kOnnen wir aber auch 5 > i voraussetzen. 

Auf das in (i) angegebene Resultat grOndet sich nun eine wichtige 

Eintheilung der ganzen Reihe z^ = 2^e,(c)ij"*. Wir bezeichnen nämlich das 
Aggregat : 

der r vor jenem Elemente e^{^)rj^' stehenden Glieder als den irregularen 
Theil von z^y und die ganze ttbrigbleibende Reihe 

als den regulareh Theil von z^. Nach dem soeben Bewiesenen besteht 
dann der irreguläre Theil C von ;8f^=^+i stets aus einer endlichen 
Anzahl von Gliedern. Uin jetzt die Fundamentaleigenschaft des regularen 
Theiles 5 zu finden, biide ich die Gleichung fiji) = o, der ^ allein gentlgt. 
Diesel be känn folgendermassen geschrieben werden: 

?(^)=Ac+i)=Ao + -inc) + ... + z^^ 

= ^o(^) + Ä,{5riyz + ... + An{S7J)'zr = o. 
Entwickelt man alle jene Coefficienten Ai{^rj) = . . nach Potenzen von iy, 



so erhält man Reihen, welche ira Allgemeinen nach gebrochenen Potenzen 
von yj fortschreiten, denn ihre Exponenten setzen sich ganzzahlig aus den 
Exponenten e^ , e, , . . . , Sr-i zusammen; ist also h der Generalnenner jener r 
Exponenten e,, so schreiten die Entwickelungen aller Coefficienten 1,- nach 

ganzen Potenzen von tj^ fort. Die Ordnungszahlen Po y Pi y ' * * y Pn dieser 
Gleichungscoefficienten Aq{^7j) , . . . , Ä„{Syj) sind also auch Brtlche mit dem 
Nenner 6, sie können also alle in der Form 

- ti 
geschrieben werden, wo <^ , ifj , . . . , /„ ganze Zahlen bedeuten. Die Coeffi- 
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cienten der einzelnen Potenzen von rj sind aber algebraische Potenzreihen 
von f, welche durch die irregulären Reihencoefficienten e^{S) , e^{^) ^ . . . y 
^r-i(<f) rational ausdrUckbar, also mit ihnen gleichverzweigt sind. 

Man känn nun fClr alle regulftren Glieder unserer Reihe die beiden 
folgenden Sätze aussprechen: 

i) Alle regul&ren Exponenten e^ , e^^i , . . . sind sammtlich Bröche 
mit dera Generalnenner der r ersten Exponenten. 

2) Alle regularen Coefficienten 5r(^) > ^T+i(f) > • • • ^ind sammt- 
lich durch die r ersten Coefficienten rational ausdrtlckbar, also mit 
diesen gleichverzweigt. 

Beide Sfttze brauchen wieder nur för das crste Glied e^{5)rj'^ bewiesen 
zu werden, da sie för alle spftteren in gleicher Weise folgen. Nun er- 
gaben sich fUr e^ und ^^(f) die Bestimmungsgleichungen: 

(2) ^{e) = {e — e,)' = c* — se.e"-' + ^^— ^y-' — . . . + e; = o. 

Zunächst ist hier e^ die Steigung der letzten Begrenzungssehne 9l,9lo des zu- 
gehörigen Diagrammes^ und in ^(e) treten die Anfangsglieder von allén 




% 



%k 



und nur den Gliedern ^^(c^y) , A^i^rj) > • • • auf, fur welche die zugehörigen 
Punkte ä[o > ^1 j • • • fl-uf und nicht ii ber %%, liegen. Nun treten aber 
in ^{e) in (i) alle Glieder mit von Null verschiedenen Coefficienten auf; 
es liegen also alle Punkte 9ii , a, , . . . , 9i,-i auf jener Begrenzungssehne, 
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und ihre Steigung e^ stiinmt algö auch mit der Steigung von 91i 2lo uberein, 
es ergiebt sich also in diesem Falle fur jene Steigung s^ der einfachere 
Ausdruck: 

I ~ 6 

d. h. auch e^ ist ein Bruch mit demselben Nenner 6, w. z. b. w. 

Zweitens sind alle Coefficienten von ^(c) = (« — e^' = e' — 56*""^^^ + ... 
die Anfangsglieder der Entwickelungen der zugehörigen Coefficienten A^j 
-4j , . . . , A,, also durch e^(^) , e^{S) , . . . , e^-i(?) rational ausdröckbar. Also 
ist auch speciell 8e^{S)y der Coefficient von e*"^, ebenfalls rational durch 
6^(^) . . . ö^_i(c) ausdröckbar, also gilt das Gleiche för a^(^) selbst, und 
damit ist auch der zweitc Theil unserer Behauptung erwiesen. 

Man erhalt also das wichtige Resultat, dass die durch unser Verfahren 
bestirnmte Reihe öo(^)7'* + • • • ^^ch steigenden ganzzaUigen Potenzen von 

y/" fortschreitet, wo h eine bestirnmte ganze Zahl bedeutet, welche sich aus 
der Natur der zu Grunde gelegten Curve 7j = y — y^ von selbst ergiebt. 

Ersetzen wir wieder tj und ^ bzw. durch y — y^ und [x — a)" so 
ergiebt sich der folgende Ausdruck fttr unsere Reihe: 

und die Coeflficienten sind algebraische Potenzreihen von x — a welche 
ebenfalls nach ganzen öder gebrochenen Potenzen von x — a fortschreiten. 
Aus der Untersuchung des s. g. regulären Falles im § 4 ergiebt sich, 
dass fiir alle Curven, welche nicht Theile der Discriminantencurve sind, 
stets ft = 1 ist, denn fiir alle diese Curven schritten ja die sammtlichen 
n Reihen fiir die Wurzeln von f[z) = o nach ^^anjsfen Potenzen von y — y^ 
fort. För die Discriminantencurven können aber einige von den Wurzeln 
nach gebrochenen Potenzen von y — y^ fortschreiten, und gerade diese 
Entwickelungen sind hier von besonderer Bedeutung, da sie denjenigen in 
der Umgebung eines Verzweigungspunktes in der Theorie der Functionen 
einer Variablen entsprechen. 



Die Reihe z^ = Hej^{x\a){y — y^y befriedigt nun die Gleichung 
f{0 f xy)=^o formål; setzt man nämlich diese Reihe för z in f{z) ein, und 



tJhcT einc neue Theorie der algcbraischco Functionen zweier Variablen. 385 

entwickelt die so gefundene Function ebenfalls nach Potenzen von y — y^, 
so fallen die Coefficienten der einzelnen Potenzen von y — y^ fort, d. h. die 
linke Seite beginnt mit einer beliebig hohen Potenz von y — y^y wenn 
man in jener Reihe fiir von vorn herein geniigend vicle Glicder be- 
riicksichtigt. In der That sei: 

z, = e^{x\a)(i!/ — y,y + ... + e,{^\a)(j/ — y,y 

das Aggregat dor (/ + i) — h ersten Glieder jener Reihe; dann ist, wie 
oben gezeigt wurde, die Ordnungszahl von f{Zj) gleich p^^ und p^^ ist 

ebenfalls ein Bruch -^ mit dem Nenner b. Biidet man nun die Ordnungs- 

zahlen p^^^ , p^^-^^\ />^*+'\ ... von f{g,) , f{2,^,) , f{Zf,^^) , . . . so erhält man 
eine Reihe von Brttchen mit dem Nenner b 

beachtet man dabei, dass nachdem a. S. 378 N° (2) gegebenen Beweise jene 
Ordnungszahlen eine wachsende Reihe bilden, so folgt, dass auch von don 
ganzen Zahlen ^a , ^+i , . . . jede folgende grösscr ist als die vorhergehende, 
dass somit diese, also auch die Zahlen pfy zuletzt nber jedes Mäss hinaus 
wachsen, und damit ist gezeigt, dass die gefundene Reihe in der That 
die vorgelegte Gleichung formål befriedigt. 



§ 10. Die n CongruenziiTurxeln der Conyvuetkz f{z) = o. 

Im vorigen Abschnitt ist bewiesen worden, dass fOr jede Gleichung 
f{z y xy) = mindestens eine nach Potenzen von {y — y^) fortschreitende 
Reihe ^2?^ =5p(?/|yJ existirt, durch welche sie formål befriedigt wird. Wir 
woUen zunachst nachweisen, dass die Anzahl der Potenzreihen 5p(?/|y^) 
welche die gleiche Eigenschaft besitzen stets gleich dem G rade jener Glei- 
chung ist; erst dann können wir weiter den Beweis erbringen, dass jene 
n Reihen in einem endlichen Bereiche gleichmässig convergiren, und hier 
die n Wurzeln der Gleichunfj darstellen. 

Zu diesem Zwecke spreche ich die Beziehung der vorher gefundenen 
Reihe ^0 =^{i/\yo) zu der Function f{ZyXy) in einer mehr arithmetischen 
Form a US. 

Åcta matfumaiiea. 23. Imprinié le 18 mil 1900. 49 



386 K. HeoBel. 

Wahlt man statt jener ganzen Reihc, nur einen beliebigen Theil 

* i. 

Zi = e^{x\a){2i — y^)' + . . . + 6,(a? a)iy — yj 

und substituirt diesen in f{z , xy) so wird f{Zi , xy) durch eine ganz be- 
stimmte Potenz (y — y^)"*» theilbar, d. h. es ist: 

wo G(t/\y^) eine ^awjsrc Function von y — y^ bedcutet. Wir sägen daher: 
01 ist eine Wurzel der Congruenz: 

(i) f{i!) = o (mod (y — yj-.), 

den CongruenzbegrifE genau in dem in der Arithmetik gebräuchlicben 
Sinne aufgefasst. Lassen wir nun I grösser und grösser werden, so wächst 
m, ebenfalls inehr und mchr, und känn grösser als jede noch so grosse 
Zahl gemacht werden. Jene Reihe 0^ kanu demnach als Wurzel der 

Congruenz: 

f{z) = o (mod(y — t/,H 

definirt werden, wenn M eine beliebig gross anzunehmende Zahl bedeutet. 
Wir wollen die in den vorigen Abschnitten gefundene Reihe 



^o = 7^M^\^){y—yoy 



nunmehr durch z^ bezeichnen; dann känn jenes bisher gefundene Resultat 
jetzt folgendermassen ausgesprochen werden: 



Jede Congruenz: 



(2) /(^)=o (mod(y — yXO 

för eine beliebig hohe Potenz von (y — y^) als Modul besitzt min- 
destens eine Congruenzwurzel 



it 



z, = Ie,{x\a)(jf—yJ. 

Der Beweis nun, dass jene Congruenz genau n Wurzeln besitzt, grundct 
sich auf den Htilfssatz: 
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Ist z = Zj^ cine Wurzel der Congruenz (2), so ist f{z) modulo 
(y — 2/0)^* durch den zugehörlgen Linearfactor z — z^ theilbar, d. h. 
es ist: 

(2') ;r(^) = (^_,J/;(^) xnod(y — y,A 

In der That, ist f{z^) durch (tf — y^)^' tlieilbar, so ist: 
(3) f{z) = f{z)-f{z,)^{z-zMz) mod(y-yJ"- 



wo 






z — z^ 



eine ganze Function (n — i)^*" Grades von z mit rationalen Functionen 
von X j tf j y^ als Coefficienten ist. 

Auch fiir die Function f^{z) känn man nun durch unsere Methode 
eine Reihe z^ bestimmen, welche nach Potenzen von y — y^ fortschreitet 
und die Gleichung f^{z) = o formål befriedigt. Nach dem soeben be- 
wiesenen Satze erglebt sich so fQr f^{z) die folgende Congruenz: 

f^{z) = {z-z,)f,{z) mod(y-yJ^ 

wo f^{z) eine ganze Function (n — 2)**° Grades und M^ eine beliebig grosse 
Zahl bedeutet, und dicse Congruenz vcrtritt eine Gleichung: 

Setzt man diesen Werth von f^{z) in (3) ein, so folgt: 

f{z) = {z — z,){z — z,)f,{z) +{z — z,){y — y,Y'G^[z , y) mod (y — y,)^». 

Wählt man endlich die ganz beliebige Zahl M^ so gross, d^ss das zweite 
Qlied durch *(y — y^)^» theilbar ist, so ergiebt sich die Congruenz: 

f{z) = {z — z,){z — z,)f,{z) mod (y — yj^ 

In derselben Weise känn man weiter schliessen: man bestimmt jetzt eine 
Wurzel z^ von f^{z) = o u. s. w. und gelangt so zuletzt zu der fiir eine 
beliebig hohe Potenz (y — y^)*^ giiltigen Congruenz: 

(4) f{^) = Ä{z — z,){z — z^)...{z — z^) mod (y — y^)^, 
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wo A cine Function nuUten Grade in z ist, welche sich durch CoefFi- 
cientenvcrgleichung gleich A„{x , y) bestiinmt. Aus dieser Congruenz folgt 
zunächst, dass z^y z^y . . . y z„ sämmtlich ebenso wie z^ Congruenzwurzeln 
von f{z) = o sind, denn fiir z = Zi wird die rechte Seite, also auch die 
linke Seite f{Zi) durch [y — y^)^ theilbar, wo M beliebig gross angenom- 
men werden känn. 

Ebenso leicht erkennt man aber, dass keine andere Reihe z^ einc 
Wurzel von f{z) = o sein känn. Substituirt man nämlich z = z^ in (4), 
so mQsste: 



f{z^) = A{z,— z,){z^ — ^a) . . . {^0 — ^n) = O mod (y — yj 



M 



sein; aber jenes Produet von (n+ i) Factoren känn nur dann durch einc 
heliehig hohe Potenz von (y — y^) theilbar sein, wenn mindestens einer seiner 
Factoren eine beliebig hohe Potenz dieses Linearfactors enthalt und dies 
ist wiederum nur dann der Fall, wenn entweder A = o ist, öder wenn 
Zq einer der n Reihen z^ , . . . j z^ gleich ist. 

Der Einfachheit wegen denken wir uns von vorn herein den Coeffi- 
cienten A^ixy) von z"* durch Division zu Eins gemacht. Denkt man sich 
dann in der soeben gefundenen Congruenz: 

z"" + A,,,{xy)z'''-' + . . . + A^[xtj) = {z — z,)...{z — z,) mod (y — yj^ 

die Coeflficienten der einzelnen Potenzen von z auf beiden Seiten verglichen, 
so ergiebt sich, dass die aus den n Potenzreihen z^ , z^ , . . . j z^ gebildeten 
elementaren symmetrischen Functionen den Gleichungscoefificienten gleich 
sind, abgesehen von einer beliebig hohen Potenz von (y — Vo)''' Hieraus 
folgt weiter dass tiberhaupt jede symmetrische Function der n Wurzcln 
einer bestimmten rationalen Function von x tmd y congruent ist. 

Speciell nennen wir auch hier das Prodiict ^^^^ . . .^„ aller n Wurzeln 
die Norm von z und bezeichnen dasselbe durch N[z). Dann 'ergiebt sich 
fQr diese Function die bekannte Gleichung: 

N{z) = (- iYA,{xy); 

jene Norm stimmt also abgesehen vom Vorzeichen mit dem von z freien 
Gliede der Gleichung f[z) = o iiberein. 

Aus diesen Thatsachen ziehen wir zunächst die Folgerung dass jene 
n Congruenzwurzeln z^ , z^ , . . . j z^ sicher von cinander verschiedcn, sind, 
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wenn die Gleichung f[z)=o lauter verschiedene Wurzeln besitzt. Wftren 
näinlich zwei jener Reihen gleicb, so wäre das Differenzenproduct 

identisch Null; nach dem soeben bewiesenen Satze ist aber diese symme- 
trische Function D{z^ . . . z^ modulo {y — y^)^ der Discriminante D{xy) 
der Gleichung f[z) = o congruent, und diese miisste daher ebenfalls durch 
jede noch so hohe Potenz (y — y^Y von y — y^ theilbar sein, was nur 
dann mögHch ist, wenn D{x ^ y) = o ist, wenn also die betrachtete Glei- 
chung gleiche Wurzeln besitzt. 

Zweitens wollen wir aus diesem Satze ein bereits vorher angekttndigtes 
wichtiges Resultat ableiten: Ist 

z, = e,{z)7j'^ + e,^,{e)7j'^^^ + . . . 

die Reihe fftr eine der n Wurzeln, so geniigte jeder Coefificient e^^S) einer 
Gleichung ^t{e) = o; die Grade dieser Gleichungen bildelen eine ab- 
nehmenden Reihe und von einem Gliede e^iy^^ an sind alle folgenden Glei- 
chungen f>j{e) = o, fr 4.1(0) = 0, ... von gleichem Grade s und jede ist 
die s^ Potenz eines Lincarfactors. 

Wir zeigen jetzt dass, falls die Gleichung f{z) = o keine gleichen 
Wurzeln hat, wie wir dies schon fruher voraussetzten, stets 5=1 ist, dass 
also alle regulären Coefficienten einfach durch lineare Gleichungen bestimmt 
werden. Ist nämlich: 

das Aggregat der Anfangsglieder von z^ und ist r schon so gross gewählt, 
dass f{z^''^) bereits von sehr hoher Ordnung ist, dann ist 

z = z'''^ + ~z, z = e^^,{^)7j^^' + ... 

und z ist eine Wurzel der Gleichung n^° Grades 

der Exponent s^^i dos folgenden Gliedes ist durch die Gleichung bestimmt: 
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wenn p^jp^, . . . j p^ die Ordnungszahlen von f{z^''^) , fX^''^) > • • • bedcuten. 
Nun känn die Ordnungszahl p^ beliebig gross angenominen werden, wenn 
r genugend gross gewählt wird, dagegen bleibt die Ordnungszahl p^ von 
fijs^''^) unterhalb einer cndlichen Grenze, wie gross auch r angenomnien 
werde, denn sonst ware ja fXz^) selbst von beliebig hoher Ordnung, und 
das Gleiche wäre ftir das Produet 

der Fall, d. h. es wftre die Discriminantc identisch NulL Hieraus folgt in 
der That, dass r so gross angenommen werden känn, dass: 



- ^ ( Po — P% Po — Pn \ 



ist, d. h. es ist 5 = I, w. z. b. w. 

Hieraus folgt leicht, dass för die regulären Gliedcr jedes folgende Glied 
^r+i^*'^' durcK die Glcichung: 

bestimmt ist, d. h. es ist e^+iiy*'^' das Anfangsglied der Entwickelung der 
Quotienten 



fiir z = z^''^. 



rw 



% 11. Die n Meihen z^, . . . , Zn stellen die Wurzeln dev Qleichung 
f{z) = o in der Tfmgébung des Ztveiges l^ dar. 

Es soll jetzt bewiesen werden, dass die n Reihen ^j ,^8?,, ..., j8r„, welche 
die Gleichung f{z) = o formål befriedigen, sämmtlich innerhalb einer end- 
lichen Umgebung der betrachteten Stel le gleichmässig convergiren und 
dort die Gleichungswurzeln darstellen. Diesen an sich schwierigen Beweis 
könncn wir nun fast voUständig auf den bereits im § 4 gefQhrten Beweis 
fiir den regulären Fall reduciren, weil uns die soeben durchgefuhrten Un- 
tersuchungen nicht nur eine sondern alle n Congruenzwurzeln von f{z) 
ergeben haben. 
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Diese n Reihen schreiten sammtlich nach ganzen öder gebrochenen 
Potenzen von {x — a) und (y — y^) fort. Es seien a und 6* bzw. die 
Generalnenner der Exponenten von x — a und y — y^ in allén n -Reihen 
Zi. Wir setzen dann: 

dann gehen ^j , . . . , j?^ in Potenzreihen Qber, welche nach ganzen Potenzen 
von c und oy fortschreiten, und welche nach Potenzen von tj geordnet 
folgendermassen geschrieben worden können: 

(i) ^.• = MW* + Vl(W^■'' + •••• 

E8 soll dann allgemein r^ die Ordnung der Wurzel z^ genannt werden. 

Wir brauchen unseren Beweis nur fiir irgend eine jener n Reihen 
zu fQhren; es sei die Bezeichnung von vorn herein so gewählt, dass z^ 
diejenigc Reihe ist, deren Convergenz bewiesen werden soll. 

Wir werden zeigen, dass diese allgemeinere Aufgabe auf den Con- 
vergenzbeweis för den regulären Fall vollständig reducirt werden känn, 
wenn man voraus>etzen darf, dass die Ordnung r^ der zu untersuchenden 
Reihe positiv ist, wahrend die Ordnungszahlen r^^ r^^ . . . , r^ sammtlich 
negativ öder höchstens Null sind. Ofifenbar ist diese Voraussetzung im 
Allgemeinen nicht erfiillt, aber man känn die vorgelegte Gleichung durch 
eine sehr einfache Transformation so umformen dass sie die verlangte 
Eigenschaft erhält. 

Es s« nämlich jene Voraussetzung nicht erfiillt, und 

^1 = ^(0^"* + . . . + e,[^)yj^ + e,^,(f)^'+^ + . . . 
die Entwickelung von z^ ; wir betrachten dann das Aggregat: 

der (5 + i) — rj ersten Glieder von z^ und wahlen s beliebig, jedenfalls 
aber so gross dass die Aggregate der entsprechenden Anfangsglieder von 
z^fZ^y...yZ^ von ^i^ verschieden sind. Dieser Bedingung känn stets gentlgt 
werden, da, wie oben bewiesen wurde, die n Reihen Zi sammtlich von 
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einander verschiederi sind. Jetzt ffthren wir in der ursprQnglichen Glei- 
chung f{py^) = o an Stelle von z die neue Variabler 

ein; dieselbe gendgt der Gleicliung n^° Gradcs: 



Kz) = f{zT + rf-z) = f{zT) + nzT)rz + . . . + ^-j^r'^"" 

= Äo{^) + :4i(fty)5- + . . . + I„(6y)5'* = o, 

und fiir ihre n Wurzeln ^?j , . . . , i„ ergeben sicli aus (2) unmittelbar die 

Ausdriicke: 

- «i — «i 
Zi = • 

Also erhalt man speciell fur die erste Wurzel: 

sie ist also von positiver Ordnung und zwar ist sie abgeseben von dem 
Factor tj* gleicb der zu untersuchenden Reihe mit Weglassung ihrer 
(5 + i) — rj Anfangsglieder. Von den folgenden Wurzeln ist aber keinc 
einzige von positiver Ordnung, denn wäre dies etwa fiir 

rf 

der Fall so miisste ja z^ — z^i^ mindestens durch ^'^^ theilbar sein, d. h. 
es wäre z^i^ auch das Aggregat der Anfangsglieder von z^^ was nach der 
Voraussetzung nicht der Fall ist. 

Ersetzt man also die urspriingliche Gleichung f{z) = o durch die 
transformirte f(z) = o, so besitzt diese die Eigenschaft, dass eine und nur 
eine ihrer Wurzeln z^ von positiver Ordnung ist; hat man aber bewiesen 
dass diese Wurzel ij gleiclimässig convergirt, so gilt dasselbe auch von 
der ursprönglich zu untersuchenden Reihe: 

^1 = ^i"^ + yj% , 
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da sie sich von jener nur um die Summe é-^^ einer endlichen Anzahl 
convergenter Potenzreihen von f unterscheidet. 

Wir können und woUen daher jetzt voraussetzen, dass schon in der 
ursprttnglichen Gleichung die zu untersuchende Wurzel z^ die einzige von 
positiver Ordnung ist, dass also die n Wurzeln folgenderin assen geschrieben 
werden können: 

wo allgemein E^{7j) eine Reihe von der Ordnung Null bedeutet, und wo 
yOj = fj eine positive und />,,/>,, ...,/?„ nicht negative ganze Zahlen be- 
deuten. 

Es sei jetzt: 

f{z , Stj) = A,{$7j) + A,{S7j)z + ... + A,{^)z^ = o 

die zu untersuchende Gleichung, und zwar mogen aus ihren Coefficienten 
die höchsten in ihnen enthaltenen Potenzen von tj und f bereits durch 
Division beseitigt sein. Dann folgt aus der soeben angenommenen Be- 
schaffenheit der Wurzeln, dass der erste Coefficient A^iSrf) durch tj theil- 
bar, der zweite A^{$7)) aber sicher nicht durch yj theilbar ist. 

In der That ist fiir eine beliebig hohe Pot^nz von rj als Modul: 

f{z) = A{z - yf^E,){z.— r^E^) ...{z — ^-^-JS,) (mod 7j% 

wo der Factor A dadurch bestimmt ist, dass nach Ausffthrung der Multi- 
plication alle Coefficienten von nicht negativer Ordnung in tj sind, und 
mindestens einer von ihnen die Ordnung Null hat. Setzt man A=7j^'^^*'^'"'^^ 
so wird dieser Bedingung genQgt, denn es ergiebt sich dann: 

f{z) = {z ~ rf^E;)[zrf^ - E,) . . . (^^ — E^) (mod 7]% 

In dem entwickelten Product ist nun das von z freie Glied gleich 
Tj^E^ . . . E^ also durch oy theilbar, wfthrend sich der Coefficient von z 
far ^ = o auf E^ . . . E^ reducirt, also tj sicher nicht als Factor enthftlt, 
und hiermit ist die aufgestellte Behauptung vollstftndig bewiesen.^ 



^ Die Richtigkeit der sooben bewiesencn Behauptung känn auch direct aus dem 
zugehörigen Diagram me erscblossen werden. 
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In der Gleichung 

f{z) = A,{^i) + A,{^)e + ... + Ä,{^)^ = o 

fiind also die Coeflficienten ^,(^) ganze Functionen von tj mit algebraischen 
Potenzreihen von f als Coefficienten und es beginnt Ä^[^) mindeBtens 
mit der ersten, Ä^{^7J) aber sicher mit der nuUten Potenz von ly; ent- 
wickelt man also die Coefficienten nach Potenzen von rj^ so känn diese 
Gleichung folgendermassen geschrieben werde: 

wo die «,>(f) algebraische Potenzreihen von f sind, welche keine negativen 
Potenzen von f enthalten. Durch Auf lösung dieser Gleichung nach z 
ergiebt sich endlich: 

wo allgemehi: 



rrÅ^) = - 



^o^iS) 



gesetzt ist. Nur in dem Falle, dass der gemeinsame Nenner flfoi(f) för 
f = o verschwindet, können die Reihen z*^, von negativer Ordnung werden; 
dieser Fall tritt also nur fiir eine endliche Anzahl von Stellen f ein. 
Alsdann fuhren wir genau wie in § 4 fiir ly und z die neuen Variablen 

^ und z 

rj = r^, z = $'z 

ein, und bestimmen (t und r als die kleinsten Multipla von a , för welche 
in der so sicli ergebetiden Gleichung: 

alle Reihen auf der rechten Seite von nicht negativer Ordnung werden. 
Schreiben wir dann diese Gleichung: kiirzer 

so stimmt sie vollständig mit der Gleichung (11) des § 4 öberein, und 
es gelten somit fiir z bzw. fiir z alle Folgerungen welche wir damals 
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aus ihr gezogen hatten. Wir zeigten dort, dass diese Gleichung stets eine 
und auch nur eine Lösung: 

von positiver Ordnung besitzt, deren Coefficienten Potenzreihen von {x — a) 
und deren Ordnungen alle nicht negativ sind. Ist R der gemeinsame 
Convergenzbereich der Reihen ga{^\a) so convergirt die Reihe z wenn 
man x innerhalb jenes Bereiches beliebig anniinrnt, und dann ^ auf 
einen durch jenen Werth von x bestimmten ebenfalls endlichen Bereich 
beschränkt. Nur dann känn also jener Bereich der Reihe z unter jede 
noch so kleine Grenze herabsinken, wenn das Gleiche för den Conver- 
genzbereich der Coefficienten git{x\a) öder was dasselbe ist för die Reihen 
ra(f) der Fall ist. 

Nun sind aber die Reihen jf^^^) = ^^7^? ibr Convergenzbereich 

ist also entweder gleich dem . gemeinsanien Convergenzbereich der Reihen 
«io(f) > ^oi(f) > ^r#(f)> öder seine Peripherie geht durch die nächstc Null- 
stclle des gemeinsamen Nenners aoi(^) hindurch. 

Hieraus folgt, dass die Reibe 5, also auch die Reihe j?j, stets in- 
nerhalb einer endlichen Umgebung der betrachteten Stelle gleichmässig 
convergirt, und dass sie auch die eine der n Wurzeln darstellt, und das 
Gleiche gilt also auch för die n — i anderen Wurzeln der vorgelegten 
Gleichung. 



% 12. Der Convergenzbereich der Melfien z^^ z^, . . . , Zn. 

Die im vorigen Abschnitte durchgeföhrten Untersuchungen haben 
zu dem Ergebniss geföhrt, dass die n Reihen -2^1 , ^^ , . . . , je?„ stets inner- 
halb einer endlichen Umgebung der Stelle 5(5 (f = o, ^ = o) öder, was 
dasselbe ist, der Stelle 

X = a, y = iyX 

gleichmässig convergiren, und hier die n Wurzeln der Gleichung f{z)z=zo 

darstellen; hier bedeutet (tf^ den Werth der Potenzreihe y^ för x = a. 

Falls eine von diesen Reihen mit negativen Potenzen von y — y^ 

beginnt, öder falls ihre Coefficienten negative Potenzen von x — a ent- 
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halten, so muss von jenem Bereiche eine heliebig kleine Umgebung des 
Curvenzweiges y = y^ öder der Geraden a; = a abgenommen werden, 
innerhalb deren jene Entwickelung nicht gtlltig ist, analog, wie beirn 
Laurent'schen Satze die Entwickelung innerhalb eines den betrachteten 
Punkt umgebehden Kreisringes gilt, dessen innerer Eadius aber beliebig 
klein angenommen werden känn. 
Es sei 

A 

^1 = ^A(^l«)(y — yo)* + ••• 

irgend einejener n Wurzeln; die CoefiRcienten e^(x\a) sind algebraische 
Functionen von x, welche sich durch das im § 7 auseinandergesetzte 
Verfahren direct bestimmen lassen; sie sind alle auf einer ganz be- 
stimmten Riemann^schen Fläche eindeutig ausgebreitet, auf welcher auch 
die den Curvenzweig darstellende Reihe y^ eindeutig ist. Aus der Natur 
der die Coefficienten darstellenden Gleichungen ergiebt sich ferner, dass 
die Reihen ef^{x \ a) , ef,^i{x | a) , . . . , wieviele man auch betrachten mag, auf 
jener Rieinann^schen Fläche nur eine endliche Anzahl von Polen besitzen, 
denn man tlberzeigt sich leicht, dass in den linearen Gleichungen welche 
die regulären Coeflficienten definiren, der Coefificient des höchsten Gliedes, 
dessen Nullstellen ja die Pole jener Glieder bestimmen, immer derselbe 
ist (vgl. § 10 Ende). 

Alle jene Coefficienten e^{x\a) convergiren also gemeinsam in dem 
Kreise, dessen Peripherie durch den nftchsten critischen Punkt hindurch- 
geht, d. h. entweder durch den nächsten Verzweigungspunkt der Rie- 
mann'schen Fläche, öder durch den nächsten der in endlicher Anzahl 
vorhandenen Pole der Reihen e^{x\a). 

Obwohl nun jene Reihen auch als Functionen von x und y be- 
trachtet stets innerhalb einer endlichen Umgebung des betrachteten 
Punktes 5p = (a; = a, t/ = (y^^)^) convergiren, so känn doch der Fall ein- 
treten, dass dieser Bereich in allén seinen Dimensionen kleiner und kleiner 
wird, falls jener Punkt 5p sich einer gewissen Grenzlage nähert; tritt 
dieser Fall doch schon bei einer algebraischen Function einer Variablen 
X ein, wenn sich der Punkt einer Verzweigungsstelle der zugehörigen 
Riemann'schen Fläche annähert. 

Bei der Untersuchung dieser Frage wollen und können wir uns auf 



tJher cine ueue Theoric der algebraischen FunotioneD zwcier Variablen. 397 

den Fall beschränken, dass z eine game algebraische Function ist, dass 
also die Gleichung f(lr z die Form hat: 

f{z) = z^ + A,_,{xyy'' + . . . + A,{xy) = o 

und alle Äi(xy) ganze Functionen von x und y sind. Ist das nicht der Fall, 

so känn ja 

C 



z = 



An («.V) 



gesetzt werden, wo C eine ganze algebraische Function ist, und es känn 
dieser Quotient nun in eine Reihe entwickelt werden. 

Zweitens nehmen wir an, dass der betrachtete Punkt 

SP = (a; = a , !/ = iyX) 

sich im Endlichen befindet, dass also die Potenzreihe: 

Vo =Ä +Ä(^ — «) + ••• 

keine negativen Glieder enthält; auch hierin liegt keine Beschränkung 
der Allgemeinheit; wÄrc namlich etwa 

so braucht man nur die Variable y durch y' = - zu ersetzen, denn 
dann vrird: 



»^=i:: = (— ')*B^-(— «)*(5^ + ---) 



J 



und in der transformirten Gleichung liegt der entsprechende Punkt im 
Endlichen. 

Wir gelangten nun im vorigen Abschnitte dadurch zu der Gleichung: 

(i) öio7 + ^01^ + 2(1^0^*/ = o 

dass wir in der ursprtlnglichen Gleichung: 
setzten, wo 
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das Aggregat der (r — Ä+ i) Anfangsglieder der Reihe ^, bedeutet, und r 
beliebig gross gewählt werden kaiin; dann genllgt ^ = e^+i(f)^''"*"^ + . . . 
der Gleichung: 

(2) /-(M^^ + z)-^ f[éf^) + nzTYz + . . . + ^^ -z^=o 

und diese Gleichung erhält, wenn r gentlgend gross gewählt wird, die 
Form (i). Die Coefificienten dieser Gleichung (2) werden ganze rationale 
Functionen der Reihencoefficientcn von z^^^ öder von z^^ convergiren also 
ebenfalls innerhalb des Convergenzbereiches desselben. Denkt man sich 

also jene Coefficienten — —^ nach Potenzen von yj entwickelt, so con- 

I 

vergiren die Coefficienten der Potenzen von rj also die Reihen aio,ÖÄi, 
innerhalb des Bereiches der Reihencoefficientcn von z^. Nach den am 
Ende des vorigen Abschnittes ausgesprochenen Sätzen wird also der Con- 
vergenzbereich der Reihe 'z öder was dasselbe ist, der Bereich der Reihe 
z^ als Function von f und yj betrachtet entweder durch den Convergenz- 
bereich ihrer Coefficienten ei,{x\aL) begrenzt, öder durch die nächste Null- 
stelle der Reihe flio(f)j in der Weise, dass f(lr einen beliebigen Werth 
von (f ) innerhalb dieses Convergenzbereiches immer fiir yj eine endliche 
Umgebung von ly = o so abgegrenzt werden känn, dass jene Reihe z^ 
convergirt. 

Die Bedeutung jener nftchsten NuUstelle von a^^^^) känn aber leicht 
änders characterisirt werden. Entwickelt man den ersten Coefficienten 
f'{^\^) so ergiebt sich: 

und diese ersten Glieder bleiben, wenn r geniigend gross gewfthlt ist, un- 
geändert, wie gross auch r angenommen werde. Ersetzt man also ^^^ 
durch die ganze Reihe z^ selbst, so wird: 

also ist aoi(f) das Anfangsglied der Entwickelung von f'{z^ nach Po- 
tenzen von Tj. Entwickelt man in gleicher Weise allgemein alle w con- 
jugirten Werthe f\Zij so sei: 

n^i) = a^^t + ^^är^' + . . . ; (-M n) 
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beachtet man dann, dass D{x , y) = f'{z^).. .f'{z„) ist, so folgt, wenn man 
jene n Gleichungen multiplicirt: 

wo der Coefificient -4(f) und der zugehörige Exponent ^durch die Glei- 
chungen bestimmt sind: 

Ist nun S^ ein Werth von f, woför a^V(<?o)^^^ ^^*' ^^ ^^* ^^^'^ -4(fo) = o 
und umgekehrt, wenn fOr c = f o -^(^o) verschwindet, so verschwindet 
mindestens einer der n Anfangsglieder aoi(fo) ^benfalls. Es ergiebt sich 
also das Resultat: Die NuUstellen der n conjugirten Anfangsglieder öfoi(f ) 
sind identisch mit den NuUstellen des Anfangsgliedes in der Entwickelung 
der Discriminante D{x^y) nach Potenzen von tj öder y — y^. 
Es sei nun yj = y — y^ ^^^ 

nv > ^) = (y -y.)(y -yJ) • • • (j/ — ^r") 

diejenige irreductible Curve von der der Linearfactor y — y^ einen Zweig 
darstellt. Wir betrachten dann den allgemeinsten Fall, dass die zu Grunde 
gelegte Curve ein i;-facher Factor der Discriminantencurve 2>(;ry) = o ist. 

Es sei also: 

B{xy) = P[y,xyD^{xy\ 

Dann entha.lt die Gleichung D^{xu) = o alle Curven der Discriminante 
ausser P. Es werde D^{xy) die reducirte Discriminante genannt. Ent- 
wickelt man nun jenes Product nach Potenzen von y — y^ so ergiebt sich: 

I){x,y) = [F(y,)(y — y,) + .^ .YiD^iy, ,x) + ...) 
= {F{yJ.I),(y,,x)){y-yJ + ... 

und es ergiebt sich so för das Product der n conjugirten Anfangsglieder 
die Gleichung: 

Dieses Product verschwindet deninach dann und nur dann, wenn x = x^ 
so gewählt wird, dass entweder P'(y^ ^ x^) = o wird, öder dass Dj(yj, , x^) 
verschwindet. Im erst^ren Falle ist x^ ein critischer Punkt (Pol öder 



400 K. Heosel. 

Verzweigungspunkt) der Curve P = o, also bereits unter den critischen 
Punkten der CoefKcienten enthalten, im zweiten Falle liegt jener Punkt 
erstens auf P = o und zweitens auf Dj (y , ir) = o, er ist also ein Schnitt- 
punkt mit der reducirten Discriininantencurve. Also ergiebt sich das 
Resultat: 

Die n Reihen ^f, , ^5 , . . . , i?» können nur dann einen unendlich 
kleinen Convergenzbereich erhalten, wenn der Punkt ^ sich un- 
begrenzt einem critischen Punkte der Reihencoefficienten öder einem 
Schnittpunkte der Curve P = o mit der reducirten Discriminanten- 
curve nähert. 



% 13. Der analytische Character der n Oleichu/ngswurzeln und 
die ihnen zugehårigen Miemunn^ schen Ktigelflächen, 

Ich betrachte jetzt irgend eine der n Gleichungswurzeln 

(O ^o=^A(^|a)ö' — yo)* + ^A+i(^l«)(y — yo) * +••• 

und untersuche den analytischen Character ihrer Coefficienten e,, , 6,^^^ , . . . . 
Wie soeben bewiesen wurde, sind sie alle algebraische Functionen von oj, 
und zwar sind alle regulftren Coefficienten e^ , e^^j , . . . rationale Func- 
tionen von y^ und den irregulären Anfangscoefficienten Bj^. . . e^i . Es 
existirt dem.nach eine Riemann'8che Kugelfläche niedrigster Ordnung, auf 
welcher alle jene Coefficienten und y^ eindeutig ausgebreitet sind. Es 
sei 91^ jene Fläche und p ihre Blfttterzahl; dann soU 31^ die zu der Reihe 
z^ zugehörige Kugelfläche genannt werden. Jene Reihen y^ , e^{x \ a), 
^A+i(^|ot) , . . . sind dann die Entwickel ungen der entsprechenden alge- 
braischen Functionen in der Umgebung eines von denjenigen v Punkten 
der Kugelflftche, welche der Stelle x = a zugeordnet sind; ist ^ jener 
Punkt, so soll ^ der zu z^ zugehörige Punkt genannt werden. 

Da auch die algebraische Function y^ auf % eindeutig ist so muss 
ihre Ordnungszahl /i öder der Grad von P(y , a;) in y ein Theiler von 

v sein; es sei also: 

p = A/I. 
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Die CoeflFicienten e^{x\a) besitzen nun, wie weit man auch gehen mag, 
zusammen stets nur eine endliche Anzahl von Polen auf der Kugelfläche 
9fl^, und ebenso besitzt jene Fläche % nur eine endliche Anzahl von Ver- 
zweigungspunkten, in denen mindestens eine von jenen Reihen nach ge- 
brochenen Potenzen des Linearfactors x — a fortschreitet. Man känn nun 
y^ und alle Coefificienten simultan von dem zuerst betrachteten Punkte 5p 
nach einem beliebigen anderen Punkte 5p' der Kugelfläche fortsetzen; da- 
durch geht die ganze Reihe z^ in (i) in eine andere: 

A A+l 

(!') K = e',{x\a'){y — yof + e',^,{x\a'){y — y'y + ... 

iiber, in welcher jetzt yj , ei , ej[^i , . . . die jenem Endpunkte entsprechen- 
den eindeutig bestimmten Potenzreihen sind, welche nach ganzen öder 
gebrochenen Potenzen des zugehörigen Linearfactors {x — a') f ortschreiten ; 
und jede so sich ergebende Reihe Zq beginnt natttrlich mit derselben 
Potenz des Linearfactors y — yj, wie die ursprtlngliche z^. Da jede der 
zur Fortsetzung benutzten Reihen als Function von x und y betrachtet, 
in einem endlichen Bereiche convergirt, abgesehen von dem beliebig kleinen 
Bereiche einer endlichen Anzahl von Punkten auf 91^, so känn jene Potenz- 
reihe auch wirklich in der hier geschilderten Weise Iftngs ^ mit Ver- 
meidung jener critischcn Punkte fortgesetzt werden, und aus den be- 
kannten Sätzen der Functionentheorie folgt, dass die so sich ergebende 
End reihe Zq eine eindeutig bestimmte unter den n Wurzeln ist, welche die 
Gleichung f{z) = o in der Umgebung des dort vorhandenen Zweiges 
(a? = a\ y = yj) derselben Curve P(tf ^ x) = o besitzt. Aber auch för 
jeden der soeben noch ausgeschlossenen critischen Punkte ^^ (rr=ä, y=yQ) 
der Riemann'schen Kugelfläche % existirt eine eindeutig bestimmte Reihe 

h hjrl 

welche als die Fortsetzung von z^ in jenem Punkt anzusehen ist. In der 
That besitzt ja die Gleichung f{z) = o in ^ ebenfalls genau n Wurzeln, 
welche ihrerseits innerhalb einer endlichen Umgebung von ^ gleichmässig 
convergiren, weil jener Convergenzbereich nur beiiu Ileranriicken an ^ 
nicht aber in ^ selbst unendlich klein werden känn. Von diesen n so 
gefundenen Reihen coincidirt nun eine und nur eine in unendlich vielen 
Punkten der Umgebung von ^ mit den Fortsetzungen von z^ und diese 

Äeta nuUhamatiea. 28. Imprimé le 19 mai 1900. 51 
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ist es, welche als die Fortsetzung von z^ ftir ^ anzusehen ist. Es ergiebt 
sich also der Satz: 

Jedem Punkte Sp der Rieniann^schen Kugelflftche % entspricht 

eine eindeutig bestimmte Wurzel z^ = ^et{x\a)(jf — y^)*, der Glei- 
chung f{z) = o, und alle diese können als die analytischen Fort- 
setzungen aus einer von ihnen auf der Fläche Siv angesehen werden. 

Zu jedem Punkte Sp von % gehört ein eindeutig bestimmtes Werth- 
system o; = a, y = y^ also auch eine und nur eine Wurzel z^ der ge- 
gebenen Gleichung. Sei nun umgekehrt der Zweig Z^ also (rr = a, y = y^) 
gegeben, so entsprechen deinselben auf % im Allgemeinen mehrere Punkte, 
also auch mehrere zugehörige Reihen z^ ; von den n Wurzeln z^...z^ die 
zu Iq gehören sind also mehrere einfache analytische Fortsetzungen aus 
einander längs 91^. In der That seien 5Pi , ^P, , . . . , 5Pv die p der Stelle 
X = a entsprcehenden Punkte der Riemann'schen Fläche ^ und zwar 
mogen diese der Einfachheit wegen als regulär angenommen werden; för 
Verzweigungsstellen ergeben sich durch analoge Betrachtungen die gleichen 
Resultate. Ist dann, wie oben angenommen, p = Xfi so nimmt die alge- 
braische Function /£^' Ordnung y^ in genau X von diesen Punkten den- 
selben Werth an; es sei die Bezeichnung so gewählt, dass y^ in 5Pi , SPj, 
. . . , SP;i seinen Werth nicht ändert; in jedem folgenden Punkte aber einen 
anderen Werth erh&lt. Sind dann z^yZ^j...yZxdieX zugehörigen Wurzeln, 
und ist allgemein: 

z^ = é^{x\a)(if — yj + e%,{x\a){y — y,) ' + ..,, (t.1.2 d 

so sind diese sämmtlich von einander verschieden, da anderenfalls die 
Coefficienten schon auf einer Kugelfläche niedrigerer Ordnung eindeutig 
ausgebreitet wären, und sie befriedigen alle die vorgelegte Gleichung in 
der Umgebung des Zweiges Z^, gehören also zu den n Wurzeln derselben. 
Alle tlbrigen jener Kugelfläche % zugehörigen Entwickelungen entsprechen 
aber nicht diesem Zweige /^, denn damit das fur einen Punkt 5p der Fall 
sei, muss einmal x = a sein, d. h. Sp muss mit einem der Punkte iPj,5Pa, 
. . . y % zusammenfallen, dann aber muss y = y^ sein, und dies ist nur 
fiir 5Pj . . . 5P;i der Fall. Es ergiebt sich also der Satz: 
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Ist /^ der Zweig einer Curve /£**' Ordnung, und ist p = Å/i die 
Ordnung der zu einer der zugehörigen Gleichungswurzeln z^ zu- 
geordneten Riemann^schen Kugelflächen, so sind A von ihnen z^j 
j?j , . . . , ^A analytische Fortsetzungen aus dieser einen, sind also mit 
dieser zugleich bestiramt. 

Ausser diesem Cyclus können aber noch andere von den n Reihen 
mit 0^ zusammenhängen : Es sei wie vorher z^ eine Wurzel unserer Glei- 



1 



chung, welche nach ganzen Potenzen von (y — y^y fortschreitet; dann 
convergirt die Entwickelung: • • 

A Ä+l 

^i = ^k{y — VoY + ^h^iiy — Po) ' +••• 

innerhalb einer endlichen Umgebung der Stelle y = y^^ wenn fur x ein 
beliebiger Werth in einer endlichen Umgebung von x = a gewählt wird. 
Halt man nun Xy also auch y^ , e^ , e^+i > • • • fest, und lasst man y in einer 
gentigend kleinen geschlossenen Curve den Punkt y = y^ umlaufen, so 
erh&lt man eine zweite Entwickelung: 

^; = o}^e^(y — yj + a}'^'e,^,(i/ — y,) ' + . . . , 

in welcher ö> = ö * eine h^ Wurzel der Einheit bedeutet, und welche 
ebenfalls eine, und zwar von z^ verschiedene Wurzel unserer Gleichung 
darstellt. Lässt man den Punkt genau in derselben Weise h Male den 
Zweig y = y^ umkreisen, so erhalt man zu z^ einen Cyclus vom b Wurzeln 
^i 9 z[j . . . j ifi'~^\ welche durch die b folgenden Reihen dargestellt sind 

/{^ = w''e,{y — yj + öi^*+'>^e,^,(y — y,)' + . . . (r-o,i,....6-i) 

und erst nach dem 6**° Umlaufe kehrt man zu der ersten Wurzel zurtick. 

Alle diese Wurzeln sind von einander verschieden, und man zeigt 
leicht, dass zu jeder von den {X — i) anderen Wurzeln z^yZ^y...yZx ein 
gleicher Cyclus von b conjugirten Reihen gehört. 

Indessen brauchen die so gefundenen Xb Wurzeln: 

*1 > ^1 > • • • > ^1 9 

^2 > *2 > • • • > *2 > 

^A > ^A > • • • > ^ y 
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welche sich aus einer unter ihnen durch analytische Fortsetzung ergeben, 
nicht nothwendig von einander verschieden zu sein. Sollen z, B. die beiden 
Wurzeln der quadratischen Gleichung: 

f{z) = z^ — xy + xy^ = o 

in der Umgebung der Stelle a; = o auf der Geraden y = o, also nach 
Potenzen von y entwickelt werden, so erhält man: 

1 i 11 11 11 LZ. 

^1 ={^y{^ —y? = a?y — ^a;y — |a;»y' — ^a;y — ...; 

9 

hier ist also ^=2, 6=2 und hier geht z^ aus z^ dadurch hervor, dass 

man x'^ durch — x^ ersetzt, während z[ bzw. z'^ aus z^ und z^ durch Ver- 

wandlung von y^ in — y^ erhalten wird; von diesen vier Reihen sind 
aber offenbar nur zwei von einander verschieden. 
Ersetzt man aber hier den Linearfaötor y durch 

y = xy 

welcher, als Function von y betrachtet, ftlr dieselben Werthe von y ver- 
schwindet, so geht die Grundgleichung fiir z ti ber in: 

^' — y + 7 = o 

und die Entwickelung nach Potenzen von y liefert jetzt: 



18 6 7 

-ö- I I -ö I I -8 I I -5* 

^1 =y — z^-y — ö-iy — z-^y — •••; 



hier ist also A = i, 6 = 2 und die beiden conjugirten Entwickelungen z^ 
und z[ sind in der That verschieden. Dasselbe känn nun in ganz fiingu- 
lären Fallen auch för Gleichungen von höherem Grade vorkommen. Es 
sei also 

«i = e*(y — VoT + «*+i(y — yo) * + • • • 

diejenige Wurzel, welche zu dem Punkte 5p, von %, gehört und 

z z' ^^^^ 
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der durch Umkreisung von l^ aus z^ sich ergebende Cyclus; es sei jetzt 



A+l 



eine zu g^ conjugirte Reihe, welche zum Punkte Sp, von 91^ gehört und 
welche bereits in dem zu z^ gehörigen Cyclus vorkommen möge; so 
dass etwa 

(2) • ;?,=^) 

ist. Umläuft der Punkt jetzt den Zweig l^ ein Mal, so ergiebt sich aus 
dieser Gleichung die weitere 

und durch Fortsetzung dieses Verfahrens folgt, dass der zu z^ gehörige 
Cyclus mit dem zu z^^ gehörigen identisch ist, dass nämlich allgemein 

ist. 

Ich untersuche jetzt, welcher Bedingung die Coefficienten e^ gentigen 
mössen, damit zwei Cyclen (ibereinstimmen; vergleicht man in der Glei- 
chung (2) öder also in: 

<(y — ^of + ci+i(y — y») * + • • • 

die Coefficienten gleich hoher Potenzen von y — y^^ so folgt, dass jene 
Gleichung dann und nur dann bestehen känn, wenn för alle Coefficienten 
der Reihe, wie weit man auch gehen mag, die Gleichungen bestehen: 

(3) ^i = fi>*^Jt (*«A.A + 1,...) 

wenn S = 0/ ebenfalls eine Einheitswurzel ist, deren Ordnungszahl 6 gleich 
h öder gleich einem Theiler von b ist. Hieraus folgt also zunächst: 

Dieser Ausnahmefall känn also nur dann eintreten, wenn die fc**° Potenzen 
ätter Coefficienten beim Cbergange von Sp^ zu Sp, ungeandert bleiben, also 
sftmmtlich algebraische Functionen von niedrigerer Ordnung sind. 
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Man känn nun auch in diesem allgemeinstén Falle den Linearfactor 
y — y^ 80 durch ein Vielfaches e{x){y — y^) desselben ersetzen, dass nun- 
mehr z^ und der zugehörige Cyclus nicht mehr auftritt. Zu der Be- 
stimmung dieses Multiplicators e in diesem Falle ftihrt die folgende Uber- 
legung. Es sei: 

^i=^H{y—y,Y + ^kiy — Vo? + e^itf — yj + . . • 

die Entwickelung von z^ nach Weglassung aller etwa identisch ver- 
schwindenden Coefficienten e; dann können die Exponentenzähler h^kjl, ... 

nicht alle einen und denselben Theiler mit dem Nenner b hahen, da jene 

i_ 

Entwickelung sonst nicht nach Potenzen von {y — y^y fortschreiten wttrde. 
Sind also (A , Z , . . . , r , 6) ein System von Exponenten, welche mit b zu- 
sammen relativ prim zu einander sind, so känn man andere ganze Zahlen 
XjXy ...yp , ^ so l^estimmen, dass: 

xk + XI + ... + pr + ^b= i 

öder, da b ein Theiler von b ist, dass: 

xk + Xl + ... + pr=i (mod b) 

ist. Setzt man nun: 

und biidet den conjugirten Werth e' von e, so erhält dieser nach (3) 
die Form: 

Ftihrt man nun statt (y — y^) den neuen Linearfactor rj durch die 
Gleichung: 

yj=^e'{y — y,) 

ein, welcher sich von ihm nur durch einen multiplicativen von x allein 
abhängigen Factor unterscheidet, so geht die Entwickelung von z^ ti ber in: 

^i=>*" + ^7* +... = £»7* + £',^,7* +.... 
Auch hier bleiben alle Coefficienten Ej, , JS^^^i , . . . auf der Kugelfläche 
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% eindeutig ausgebreitet, jedoch ist dieser jetzt nicht raehr die Fläche 
niedrigster Ordnung, welche diese Eigenschaft hat; bei dem tTbergange 

• 

von iPj nach 5p, bleibt nämlich jeder CoeflFicient £'^=-^ ungeändert, da 

sich sowohl sein Zähler als sein Nenner mit ©* multiplicirt. In diesem 
Falle sind also bereits alle Coefficienten auf einer Kugelfläche 91^^ niedri- 
gerer Ordnung eindeutig ausgebreitet, und zu einer Reihe g, gehören weniger 

, 0Xi' Falls auch hier noch gewisse unter 



als A conjugirte Reihen js^y z^^ . . 
den bÅ^ Reihen 

^1 , ^ 






identisch ausfallen sollten, känn man die gleiche Reduction anwenden und 
solange fortfahren, bis alle diese zu z^ gehörigen Reihen lauter ver- 
schiedene Wurzeln darstellen. 

Der einzige ganz unwesentliche Unterschied ist also der, dass in 
diesem singulären Falle die n Wurzeln nicht nach Potenzen von y — y^ 
sondern von e^{tf — y^) entwickelt werden, wo e^ eine algebraische Func- 
tion von x allein bedeutet, welche auf der zugehörigen (neuen) Riemann*- 
schen Fläche Sly, eindeutig ist. Im Folgenden brauchen wir also diesen 
Fall nicht weiier zu berttcksichtigen, da er von dem regulftren nicht we- 
sentlich verschieden ist. Es möge eben in der Folge von vorn herein 
vorausgesetzt worden, dass in diesem Falle die Entwickelung nach Po- 
tenzen von 6*(y — y^) fortschreitet; dann sind immer die Åb Reihen ^^^ 
alle von einander verschieden. 

§ 14. l>ie Cyclen analytisch ztisttmnienliänyender Wurzeln 

und ihre Ordnungszahlen. 

Die im vorigen Abschnitte durchgeföhrten Untersuchungen haben er- 
geben, dass sich die n. Wurzeln z^^ z^, . . . j z^ ähnlich wie bei den Func- 
tionen einer Variablen in Cyclen so anordnen lassen, dass alle Reihen 
eines Oyclus aus einer unter ihnen durch analytische Fortsetzung längs 
%, öder längs der Curve Piy , x)-=o erhalten werden. Ist nämlich: 

Ä Ä + 1 

«i = e»(a;)(y — yj + e*+,(a;)(y — y») * + • • • 
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80 erhält man alle Xb conjugirten Reihen dadurch, dass man einmal die 

Coefficienten e^^x), das andere Mal das Entwickelungselement (y — y^y un- 
abhängig von einander durch ihre conjugirten Werthe ersetzt; geometrisch 
entsprechen den hier betrachteten Fortsetzungswegen alle Wege und Ural- 
läufe längs der Schnittcurve P. 

Es sei nun 5, irgend eine der n Wurzeln welche noch nicht in dem 
zu 0^ gehörigen Cyclus enthalten ist; dann gehört zu ihr ein zweiter 
Cyclus etwa von Å'b' Reihen, welche alle durch Fortsetzung lAngs P aus 
z^ hervorgehen, und in gleicher Weise können alle n Wurzeln in Cyclen 
analytisch zusammenhangender Reihen zusammengefasst werden. 

Es möge ftir die Folge angenommen werden, dass die n zum Zweige 
Iq von P gehörigen in drei solche Cyclen von Åb , Xb' , A"6" zusammen- 
hängenden Reihen zerfallen und es seien Zi y z[ , z'i je eine derselben, so 
dass alle anderen aus einer von ihnen durch Fortsetznng längs P hin 
hervorgehen. Dann ist zunächst 

n = Åb + Xb' + ré"; 

ferner gehört zu jedem dieser drei Cyclen eine Kugelfläche auf denen die 
Coefficienten e von den Reihen des betreffenden Cyclus eindeutig aus- 
gebreitet sind; diese Flächen seien durch 9i^ , Siv- , Siv" bezeichnet; ist wieder 
fx der Grad von P so ist endlich: 

Die geometrische Bedeutung dieses Resultats ist die folgende: Es sei 
L die Schnittcurve der Oberfläche f{z , xy) = o und des geraden Cylinders 
^(y > ^) ^ o welcher ti ber der ebenen Curve P(y , a;) = o senkrecht er- 
richtet ist. Die n zu dem Zweige l^ (a; = a, y^^y^) gehörigen Wurzeln 
z^jZ^, • • • > ^n stellen dann die ;8f-0rdinaten der Oberfläche f in einer end- 
lichen Umgebung jener Schnittcurve L dar, also gewissermassen innerhalb 
eines auf der Oberfläche sich hinziehenden Bändes von veränderlicher, 
aber tiberall bestimmter endlicher Breite, welches L umgiebt, Hängen 
nun von jenen n Wurzeln ^, bzw. Xb , X'b\ X"b" längs P analytisch zu- 
sammen, so heisst das geometrisch, dass jenes Band, die Umgebung von 
Z, in drei getrennte Theile zerfäUt, von denen jedes seinerseits in sich 
zusammenhängt. 
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Die Sclmittcurve L selbst känn hierbei sehr wohl in mehr als drei 
getrennte Theile zerfallen; denn ist etwa: 

^1 = ^o(^) + ^i(^)(y —Vof + • • • » 



so stellt för y = ys. die Reihe 



^' = eo{x) 



nebst ihren Fortsetzungen geometrisch den ersten Theil der Schnittcurve 
L dar. Ist nun e^{x) auf 3l„ von niedrigerer als der v*^° Ordnung, ist 
also e^i^x) noch auf einer Riemann' schen Flftche von niedrigerer Ordnung 
eindeutig, was fttr critische Curven P = o im AUgemeinen der Fall sein 
wird, 80 zerfallt die Curve L auf jenem ersten Bände noch weiter in 
getrennte Theile, welche dann erst zusainmenhängen, wenn man die Schnitt- 
curve verlasst, und ausserhalb derselben in der Umgebung fortgeht. 
Es sei jetzt: 

^x = ^A{^)(y — Vof + ^A+i(^)(y — Vo)' + • • • 

eine der Xb Wurzeln des ersten Cyclus; entsprechend der Bezeichnung in 
der Theorie der Functionen einer Variablen sage ich dann, z^ besitzt in 
Bezug auf den Zweig l^ die Ordnungszahl Ä, wenn die Reihe mit der 

^ten Potenz des Entwickelungselementes {y — y^y beginnt. Dieselbe Ord- 
nungszahl besitzen dann aber nicht nur die Xh Wurzeln desselben Cyclus, 
sondern diese Ordnungszahl kommt jeder der unendlich vielen Fortsetzungen 
von ^j auf der ganzen zugehörigen Riemann'schen Kugelfläche Siv zu, 
öder, was dasselbe ist, jede Fortsetzung von Zy^ längs P öder längs des 
zu L gehörigen Bändes besitzt dieselbe Ordnungszahl ä. 
Man känn daher die allgemeinere Definition aufstellen: 

Die algebraische Function z besitzt auf der Kugelfläche 91^ die 
Ordnungszahl ä, wenn ihre Entwickelungen auf dieser Kugelfläche 
mit der Ä^° Potenz des zugehörigen Entwickelungselementes beginnen. 

Zu jeder Curve P = o gehört eine Anzahl von Kugelflächen 9iv, Siv-, 
%•' und auf jeder besitzt die algebraische Function z eine ganz bestimmte 
ganzzahlige Ordnungszahl, welche positiv, nuU öder negativ sein känn. 
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Durch UDser Verfahren können die Ordnungszahlen von z för jede Curve 
P und jede zugehörige Flache direct aus der Gleichung fttr z bestimmt 
werden. 



§ 15. I>er durch z hestimmte alyébraischc Functionenkörper. 

Die wahre Bedeutung der bisher erlangten Resultate ergiebt sich erst 
dann, wenn wir von der bisher betrachteten algebraischen Function z ab- 
sehen und die Gesammtheit aller durch x ^y y z rational ausdrQckbaren 
algebraischen Functionen, d. h. den durch diese Variablen constituirten 
algebraischen Functionenkörper K{x j y j z) untersuchen. 

Es sei also z durch die vorher betrachtete Gleichung f{z , xy) = o 
als algebraische Function von x und y definirt, und es sei jetzt: 

C= ^{x,y,z) 

irgend eine rationale Function von x , y ^ z. Aus bekannten Sätzen der 
Theoric der symmetrischen Functionen ergiebt sich, dass auch C ebenso 
wie z einer Gleichung des w*®° Grades 

F(C, xy) = B^{xy)C + B,_,{xy)C-' + . . . + B,{xy) = o 

mit ganzen rationalen Functionen von x und y als Coefficienten genOgt, 
welche selbst irreductibel, öder die Potenz einer irreductiblen Function 
ist. Geometrisch stellt jene Gleichung eine neue Oberfläche dar, deren 
Coordinaten rational durch die entsprechenden Coordinaten der urspröng- 
lichen ausdrttckbar sind, welche also zu der durch f = o constituirten 
Oberflächenklasse gehört. Man känn unser im § 4 auseinandergesetztes 
Verfahren nun direct zur Bestimmung der n Zweige Cu C29 - • - 9 Cn be- 
nutzen, welche C in der Umgebung eines Zweiges l^ (o; = a, y = y^) 
einer beliebigen Curve P = o besitzt; viel einfacher ergeben sich jene 
Zweige aber auf folgendem Wege: Es seien z^^z^, ^-j^n ^^^ ^ Wurzeln fttr 
z in der Umgebung des Zweiges l^ ; dann erhält man ihnen entsprechend 
n conjugirte Reihen: 

(1) Cl = ?{x,y,^i), C, = ?{XyyyZ^) , . . . , Cn = 9^{xyyjZn) 

welche ebenfalls in endlicher Umgebung desselben Zweiges gleichmässig 
convergiren, und ftir diese die Function C darstellen. 
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Es scicn nun wieder % y %> , 91/' die zu P gehörigen Riemann schen 
Kugelflächen so ergiebt sich aus den Gleichungen (i) direct, dass sich 
auch fttr eine beliebige Function C des Körpers K(xyz) die n conjugirten 
Wurzeln Ci > C^ > • • • > C ebenfalls in Cyclen von Xb , XV , X"h" Reihen an- 
ordnen, deren CoefiRcienten bzw. auf % , 9?^ , %," eindeutig ausgebreitet 
sind, und dass ferner z. B. die Reihen des ersten Cyclus nach ganzen 

Potenzen von (y — y^Y fortschreiten u. s. w.; hieraus ergiebt sich das 
wichtige Resultat, dass die Entwickelung y^rfer algebraischen Function C des 
ganzen Körpers K{x y y , z) in der Umgebung einer Curve P = o nach 
gebrochenen Potenzen von y — y^ fortschreitet wenn dasselbe fttr z der Fall 
war, dass also jene Curve P = o för alle Oberflächen F(C, xy) eine Ver- 
zweigungscurve ist, wenn dasselbe ftir die ursprtingliche f{z , xy) = o der 
Fall war, und dass sie fttr alle eine Verzweigungscurve von derselben Ord- 
nung b — I ist. Ist aber P = o eine Verzweigungscurve von F{CjXy) = o, 
so musSy wie oben bewiesen war, P(x , y) ein Theiler der Gleichungsdiscri- 
minante D{0 von F sein, und man erhalt so den Satz: 

Alle Verzweigungscurven sind geineinsauie Curven der Discri- 
minantencurven aller Oberflächen des Körpers KiXjy^z). 

Erst später wird gezeigt werden, dass diese Discriminantencurven ausser 
jenen keine gemeinsame Schnittcurven besitzen. Alle bis jetzt gefundenen 
Eesultate beziehen sich also^ und hierin liegt ihr Werth, nicht bloss auf 
die eine algebraische Grösse z^ sondern auf alle Grössen C des zugehörigen 
Körpers, öder geometrisch gesprochen auf alle Oberflächen der durch 
f{z yXy) = o constituirten Klasse, wie dies später noch eingehend dargelegt 
werden wird. 

Es sei nun P = o eine beliebige Curve, % eine der ihr entsprechen- 
den Riemann'schen Flächen. Dann besitzt jede Function C in Bezug auf 
% eine ganz bestimmte Ordnungszahl ä; es ist nämlich k der Exponent 

des bezöglichen Linearfactors (y — y^y mit dem die ^6 zu 3t, zugehörigen 
Entwicklungen beginnen. 

Um diese Thatsachen einfach aussprechen zu können ordne ich jeder 
von diesen unendlich vielen Riemann^schcn Flächen % einen s. g. Prim- 
theiler p zu und definire die Theilbarkeit einer algebraischen Function C 
durch einen Primtheiler p folgendermassen; 



412 K. Hensel. 

Eine algebraische Function C ist genau durch die k^^ Potenz eines 
Primtheilers p öder durch p* theilbar, wenn ihre Entwicklungen auf 
der zugehörigen Flache 91^ von der k^^ Ordnung sind. 

Die Primtheiler p öder die Kugelflächen % sind die genaue Verall- 
gemeinerung der Weierstrass'schen DStellenD des algebraischen Gebildes, 
öder der Punkte der Riemann'schen Fläche in der Theorie der algebraischen 
Functionen einer Variablen; sic sind, wie später gezeigt werden wird, ab- 
solute Invarianten, d. h. unabhängig von jeder Darstellungsart der Func- 
tionen C- 

Jeder Curve P(y , rr) = o entsprechen genau so viele Primtheiler 
p , p', p" als ihr Kugelflächen B^, i?^. , B^» zugeordnet sind, speciell gehören 

auch zu den beiden unendlich fernen Geraden - = o und - = o eewisse 

X y ^ 

Primtheiler p, welche die Verallgemeinerung der unendlich fernen Punkte 
in der Riemann'schen Theorie sind; dieselben sollen im Folgenden stets 
durch p(«,), p(«,),,.. bezeichnet werden. Es liegt ferner auf der Hand, dass 
die hier eingeftihrten Primtheiler alle Eigenschaften der Primzahlen in 
der elementaren Zahlentheorie besitzen. Sind nämlich zwei Functionen 
C und C' bzw. durch p* und p* genau theilbar, so ist ihr Product genau 
durch p*^*, ihr Quotient durch p*"* theilbar. Eine Function Cheisst dann 
durch das Product p{*pj' von zwei verschiedenen Primtheilern theilbar, 
wenn sie sowohl durch p*» als auch durch pj* genau theilbar ist. 

Ebenso wie jede algebraische Function von einer Variablen nur eine 
endliche Anzahl von Nullstellen und Polen auf der zugehörigen Riemann- 
schen Fläche hat, besitzt in unserer Theorie jede Function C nur eine end- 
liche Anzahl von Primtheilern in einer positiven öder negativen Potenz. 

Zum Beweise dieses wichtigen Satzes föhrt die folgende Dberlegung: 
Es sei P{y , x) eine beliebige irreductible Function, p , p', p" die zu P ge- 
hörigen Primtheiler und es möge die gegebene algebraische Function C 
genau durch das Product p*p'* p"* theilbar sein. Ist dann: 

die Norm von C» so enthält diese rationale Function von x und y den 
zugehörigen Factor P(y , x) genau in der Potenz 
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Enthalt namlich C die Potenz p*, so beginnen alle Xb zu p gehörigeri Reihen 



k 



Cl , Cj , . - . , G genau mit {y — yj* , ihr Product also mit (y — yj*^ und 
das Entsprechende gilt för die Di visoren p' und p"; also beginnt das Product 
aller n Reihen genau mit (y — y^yx+k'x'-\-k"x" ^^^ jj^g jg^ dann und nur dann 

der Fall, wenn die Function BQ{xy) dieselbe- Potenz von P als Factor enthält. 
Es sei jetzt C zunadist eine ganze algebraische Function, so dass alle 
ihre Gleichungscoefficienten, speciell also auch ihre Norm ganze Functionen 
von X und y sind. Eine solche Function ist dadurch characterisirt, dass 
sie nur die Divisoren p«, p« in negativen Potenzen enthalten känn; in der 
That war ja gezeigt worden, dass fttr eine beliebige ganze Function 
P{j) , x) keine der zugehörigen Entwickelungen von negativer Ordnung 
sein känn. Dann zeigt man leicht, dass C nur eine endliche Anzahl von 
Primfactoren enthält. SoU näinlich C irgend einen Primfactor p auch nur 
in der ersten Potenz enthalten, so muss ^(0 = ^ai^y) durch P{xyY 
theilbar sein. Nur den irreductiblen Factoren von B^{xy) können Prim- 
theiler von C entsprechen und diesen entsprechen auch wirklich Divisoren 
von C- Um sie zu finden braucht man nur die Reihen Ci • • • C aufzu- 
suchen welche irgend einem Zweige von P entsprechen und die Ordnungs- 
zahlen jener Reihen festzustellen. Ausserdem hat man C noch in Bezug 

auf die Geraden - = o und - = o und die zugehörigen Primfactoren p(«), 

X y 

?(«)>•••> P(^S zu untersuchen, was genau auf dieselbe Weise geschieht. 

So er halt man einen völlig bestimmten Di visor 

* = Pl* P2' • • • Pr' 

dem die ganze algebraische Zahl C in dem Sinne Rquivalent gesctzt werden 
kann^ als derselbe alle und nur die Primtheiler enthält, welche auch in 
C auftreten, und jeden ebenso oft, wie C. Dasselbe gilt fttr jede ganze 
rationale Function, die ja ebenfalls eine ganze algebraische Function ist. 
Ist jetzt C eine gebrochene algebraische Function und genttgt es der 
Gleichung: 

(^n[^y)C + «„-i(^2/)r~' + . . . + a^{xy) = o 



80 ist, wie schon im Anfang von § 4 erwähnt wurde, 
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wo C eine ganze algebraische Function bedeutet, also äquivalent einem 
bestiminten Divisor ^ ist. Ebenso känn aber auch die ganze rationale 
Function a^{xy) in ihre Priradivisoren zerlegt werden, auch sie ist also 
einem anderen Divisor ^, äquivalent, und hieraus sowie nach den Fun- 
damentaleigenschaften der Divisoren folgt dass 

dass also jede ganze und auch jede gebrochene Grösse des Körpers 
K{x ^y i z) einem und nur einem Divisor S äquivalent ist. 

Durch ihren Divisor ist eine algebraische Function bis auf eine multi- 
plicative Constante bestimmt. Sind nämlich zwei Grössen C und C" dem- 
selben Divisor ^ äquivalent, so ist ihr Quotient 

und ich zeige nun dass eine algebraische Grösse s, welche äquivalent Eins 
ist, nothwendig eine Constante sein muss. 

Ist die algebraische Function s ~ i , so gilt dasselbe von - , und 

beide sind zunächst ganze algebraische Functionen, da sie keine endlichen 
Primtheiler in negativer Potenz enthalten. Hieraus folgt dass e einer 
Gleichung von der Form gen tigt: 

(i) e" + ^«-i(ajy)e""' + . . . + 9i{<x^y)^ + To = o 

wo Y^ eine Constante bedeutet, und alle gi{xy) ganze Functionen von x 
und y, denn nur dann ist auch - durch die Gleichung: 



ro(j)"+.(7,(^2/)(^)"'+--.+ I =o 



ebenfalls als ganze algebraische Function definirt. Aber auch alle Coeffi- 
cienten gi{xy) mtlssen sowohl in Bezug auf x als auf y vom nuUten Grade, 
d. h. sie miissen ebenfalls Constanten sein. Um dies zu zeigen, betrachte 
ich die n Wurzeln Sj , e^ > • • • > ^« ^"^ ^^^ Umgebung der unendlich fernen 

Geradcn - = o, und bestimme durch das allffenieine Verfahren ihre Ord- 
V 
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nungszahlen. Alle diesc Ordnungszahlen mtissen aber NuU sein, denn 

sonst wQrde ja s mindestens einen der zu - = o gehörigen Primfactoren 

p„ enthalten, also nicht aquivalent Eins sein. Dieser Bedingung wird 
ofifenbar dann und nur dänn genftgt, wenn die Ordnungszahl e^ der Wurzel 
höchster Ordnung gleich NuU ist. Aus dem im § 4 bewiesenen Satze 
folgt aber, dass diese Ordnungszahl durch die Gleichung bestimmt ist: 



e, = Max{^-^) 



wo PQ,Pi9 -'"Pn d>c Ordnungszahlen der Gleichungseoefficienten gi{x}/) in 
Bezug auf - sind. Dieselben haben die Werthe: 

Po = Pn = o, Pi = Tiy (i-l,2,...,ii-l) 

wo Ti den Grad des Coefficienten gi{x , y) in Bezug auf y bedeutet, also 
sicher eine nicht negative Zahl ist. Also ist 

und dieser Maximalwerth ist dann und nur dann Null, wenn alle Coeffi- 
cienten gi{xy) in Bezug auf y den Grad r^ = o haben, also y gar nicht 
enthalten. Genau ebenso zeigt man, dass alle Coefficienten auch von x 
unabhängig sind, dass sie sich also auf Constanten reduciren. Es genQgt 
also e einer Gleichung mit Zahlcoefficienten : 



e" + r—is + . . . + To = o, 

ist also selbst eine Constante; es werde beiläufig bemerkt dass jene Glei- 
chung lauter gleiche Wurzeln besitzen muss, weil e dem Körper K{XjyyZ) 
angehört. 

Eine jede algebraische Function von zwei Variablen ist also durch 
ihren Divisor b in genau derselben Weise bis auf einen constanten Factor 
bestimmt, wie in der Riemann^schen Theorie eine Function durch ihre 
NuUstellen und Pole vollständig fixirt ist. Fasst man in b das Product 
aller Primfactoren mit positiven Exponenten zu einem Zähler, die iibrigen 



416 K. HeDsel. 

mit negativen Exponenten zu einem Nenner zusammen^ so erhält man 
för jedes C. eine Aquivalenz 

n 

wo j und n game Divisoren bedeuten; auf den zu j gehörigen Riemann- 
schen Flachen ist C von positiver, auf den zu n gehörigen von negativer 
Ordnung, der Zähler reprasentirt geometrisch die Nullcurven, der Nenner 
die Polcurven von C. 

Auf die in dieser Arbeit gefundenen Resultate känn man nun eine 
vollstandige arithmetisch strenge Theorie der algebraischen Functioncn 
von zwei Variablen öder der algebraischen Flächen grönden, und diese 
dann auf die Theorie der algebraischen Integrale anwenden, welche in 
neuerer Zeit von anderen Grundlagen aus durch Herrn Picard erfolg- 
reich behandelt worden ist; dieselbe bietet nunmehr keine wesentlich 
grösseren Schwierigkeiten als die entsprechende fur Functionen einer Va- 
riablen; ich habe diese Untersuchungen bereits durchgeföhrt und werde 
ihre Resultate in einer späteren Arbeit veröflfentlichen. 
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